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Hkkjrh; laLdkjksa esa fufgr xq.koÙkk vk'oklu fl)kUr

Quality Assurance Principles Rooted in Indian Sanskaras
https://doie.org/10.0121/VP.2025374725

oSf'od cktkj ds vkS|ksfxd çfrLi/kkZ esa cus jgus ds fy, vkS|ksfxd j.kuhfr vkSj xq.koÙkk ds chp 
lkeatL; lqfuf'pr djuk vR;Ur egÙoiw.kZ gks x;k gSA dbZ m|ksxksa esa lQyrk ds fy, çHkkoh xq.koÙkk 
çca/ku ç.kkfy;ka vko';d gSaA bu ç.kkfy;ksa esa xq.koÙkk vk'oklu ,d egÙoiw.kZ ?kVd gSA

xq.koÙkk dk rkRi;Z gS] fdlh oLrq dh ,d cks/kxE; fo'ks"krk] ftlls mls igpkuk tk ldsA ;g ,d 
lkekU; 'kCn gS] tks fdlh Hkh xq.k ;k fo'ks"krk ij ykxw gksrk gSA xq.k ls rkRi;Z] fdlh oLrq dh ç—fr ls 
lacaf/kr fo'ks"krk ls gS vkSj bldk mi;ksx fdlh çdkj ;k çtkfr dk o.kZu djus ds fy, fd;k tk ldrk 
gSA 'kCndks'k ds vuqlkj] xq.koÙkk dk vFkZ gS% fdlh oLrq@lsok dh mR—"Vrk ;k Js"Brk dk Lrj] fdlh 
oLrq@lsok dh ewyHkwr mR—"Vrk ;k Js"Brk] fdlh oLrq@lsok dh fo'ks"krk,a vkSj fo'ks"krkvksa dh lexzrkA 
fdlh oLrq@lsok dh fof'k"V vkSj vuks[kh xq.koÙkk fdlh oLrq@lsok dks og cukrh gS] tks og gSA

xq.koÙkk çca/ku] fdlh laxBu dks mPp xq.koÙkk okys mRikn vkSj lsok,a nsus esa lgk;rk djrk gSA 
;g laxBu dh çfØ;kvksa esa n{krk c<+krk gS] viO;; dks de djrk gS] vkSj le; ,oa vU; lalk/kuksa ds 
ç;ksx esa lq/kkj djrk gSA xq.koÙkk çca/ku ls xzkgdksa dh larqf"V c<+rh gS] ykxr de gksrh gS] vkSj csgrj 
fu.kZ; ysus dh laHkkouk,a c<+ tkrh gSA ;g laxBu dks ,d l'kä czkaM vFkok Nfo cukus esa Hkh lgk;rk 
djrk gSA xq.koÙkk çca/ku ç.kkyh ds pkj eq[; pj.k gSa%

1-	 xq.koÙkk fu;a=.k ;kstuk ¼Quality Control Plan½% blds varxZr vius xq.koÙkk y{;ksa vkSj ekudksa dh 
igpku dh tkrh gS] rRi'pkr~ bu ekudksa dks iwjk djus ds fy, vfuok;Z vko';drkvksa dks çkIr 
djus ds fy, mi;qä çfØ;kvksa ij fopkj fd;k tkrk gSA

2-	 xq.koÙkk fu;a=.k ¼Quality Control ;k QC½% blesa ;kstuk pj.k esa fu/kkZfjr mRiknksa dk HkkSfrd  
fujh{k.k vkSj ijh{k.k fd;k tkrk gS] ftlls ;g lqfuf'pr fd;k tk lds fd og çkIr djus ;ksX; 
gS ;k ughaA

3-	 xq.koÙkk vk'oklu ¼Quality Assurance ;k QA½% blds varxZr lsokvksa dh forj.k çfØ;k ;k oLrqvksa 
ds xq.koÙkk çca/ku fofuekZ.k dh çfØ;kvksa dh leh{kk dh tkrh gSA

4-	 xq.koÙkk lq/kkj ¼Quality Improvement½% blesa fiNys 3 pj.kksa ls çkIr fu"d"kksaZ dh xgu leh{kk dj 
vkSj vkxs c<+us ds fy, iwoZç;qä i)fr;ksa dks vkSj csgrj cukus dh fn'kk esa fopkj fd;k tkrk gSA

xq.koÙkk fu;a=.k dk mís'; xq.koÙkk laca/kh =qfV;ksa dks idM+uk gS] tcfd xq.koÙkk vk'oklu dk mís'; 
mu leL;kvksa dks çdk'k esa ykuk vkSj mUgsa Bhd djuk gS tks xq.koÙkk laca/kh =qfV;ksa dk dkj.k curh gSaA

xq.koÙkk vk'oklu ,d O;ofLFkr fof/k gS] ftldk ç;ksx ;g lqfuf'pr djus ds fy, fd;k tkrk 
gS fd dksbZ mRikn ;k lsok fufnZ"V ekudksa vkSj vko';drkvksa dks iw.kZ djsA blesa okafNr ifj.kke ls 
nks"k] =qfV ;k fopyu dks jksdus ds fy, çfØ;kvksa vkSj xfrfof/k;ksa dk dk;kZUo;u lfEefyr gSA xq.koÙkk 
foQyrkvksa dks jksdus ds fy, xq.koÙkk vk'oklu ,d O;kid çfØ;k gSA xq.koÙkk vk'oklu çfØ;k fdlh 
O;olk; dks ;g lqfuf'pr djus esa lgk;rk djrh gS fd mlds mRikn] daiuh ;k mlds m|ksx }kjk  

lEikndh; / Editorial
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fu/kkZfjr xq.koÙkk ekudksa dks iwjk djrs gSa ;k ughaA 
bls çHkkoh cukus ds fy,] xq.koÙkk vk'oklu dk 
Lora= v‚fMV ds ek/;e ls fu;fer :i ls ijh{k.k 
djk;k tkuk pkfg,A lkFk gh] loksZÙke ifj.kkeksa 
ds fy,] v‚fMV dks fdlh rhljs i{k }kjk iw.kZ 
djokuk] tks ifj;kstuk esa foÙkh; ;k HkkoukRed 
:i ls fuosf'kr u gks] vko';d gSA

xq.koÙkk vk'oklu dk;kZUo;udrkZ dh Hkwfedk 
daiuh vkSj m|ksx ds vuqlkj vyx&vyx gksrh gSA 
mnkgj.k ds fy, l‚¶Vos;j daiuh esa layXu ,d 
xq.koÙkk vk'oklu bathfu;j ds dk;Z&fooj.k esa 
mi;ksfxrk ijh{k.k] lqfo/kk ijh{k.k] flLVe ijh{k.k] 
,dhdj.k ijh{k.k] mRikn dk ijh{k.k djus ds fy, 
Lopkfyr fLØIV ij vk/kkfjr ijh{k.k ;kstukvksa dk 
fuekZ.k] ,oa xq.koÙkkiw.kZ l‚¶Vos;j dksM lqfuf'pr 
djus ds fy, ekud fodflr djuk vkfnA

euq"; bl l`f"V dh loZJs"B —fr gSA tks 
ekuo /keZ dk ikyu djs ,oa ftlds ân; esa d#.kk 
dk vikj lkxj gks] ogh euq"; gSA ;g d#.kk gh 
og çeq[k cht gS] tks fdlh ds euq"; gksus dk 
dkj.k gSA euq"; dh igpku mlds deksaZ ls gksrh 
gS vkSj mls vius deksaZ ds vuqlkj gh Qy feyrk 
gSA vPNs deksaZ ls euq"; lekt esa lEeku çkIr dj 
ldrk gSA euq"; ds deZ mlds thou dh fn'kk 
fu/kkZfjr djrs gSaA vPNs deksaZ ,oa xq.kksa ls ;qä 
euq"; cukus ds fy,] vPNs laLdkjksa dk lek;kstu 
le;kuqlkj djus dk çko/kku Hkkjrh; _f"k;ksa us 
vkjaHk esa gh dj fn;k FkkA laLdkj 'kCn dk vFkZ 
gS iw.kZ djuk] laL—r djuk vkSj ifj"—r djukA

Hkkjrh; ijEijk esa laLdkj dh O;oLFkk O;fäRo 
ds ifj"dj.k ,oa lekt esa lejlrkiw.kZ lUrqyu 
dh –f"V ls vR;Ur egÙoiw.kZ gSA ;g l`f"V ds 
lUrqyu dh –f"V ls Hkh egÙoiw.kZ gSA laLdkjksa dh 
O;oLFkk esa ,d çdkj dk uSjUr;Z gSA dqN laLdkj 
tUe ds iwoZ gksrs gSa] dqN tUe vkSj e`R;q ds e/; 
rFkk dqN e`R;q ds ckn Hkh A ;g ckr çkekf.kd 

gS fd euq"; dk thou tUe vkSj e`R;q ds e/; 
dh fLFkfr ek= ugha gSA ;g tUe ds iwoZ Hkh gS 
vkSj e`R;q ds ckn HkhA bl vk/kkj ij iqutZUe dh 
fLFkfr Hkh çekf.kr gksrh gSA bl foe'kZ ls ,d ckr 
fudydj vkrh gS] fd laLdkj fdldk gksrk gS 
& LFkwy 'kjhj :i O;fä ;k O;fä ds fpÙk dkA 
bldk mÙkj lEHkor% laLdkjksa ds oxhZdj.k }kjk 
Lor% gh çkIr gks tkrk gS] fd laLdkj fpÙk dk 
gksrk gSA rHkh rks laLdkjksa dh fLFkfr tUe ls iwoZ 
vkSj ckn esa Hkh gksrh gSA laLdkjlEiUu thou dk 
lqifj.kke O;fä vkSj lekt ds fØ;kRed O;kikj esa 
ifjyf{kr gksrk gSA ;fn dk;Z lqQfyr ,oa lqifj.
kfer gS] rks ;g vuqekufl) gS fd og O;fä 
vFkok lekt laLdkjkfUor gksxkA ;g Bhd oSlh 
gh ckr gS] tSls çoh.k O;fä ds }kjk oh.kk&oknu 
dh euksje çLrqfrA D;ksafd og oh.kk&oknu ds 
laLdkj ls laL—r gS] og tSls gh oh.kk ds rkjksa dks 
vaxqfy;ksa ls NsM+rk gS] oSls gh oh.kk ds >a—r rkjksa 
ls lcdk ân; Hkh >a—r gks tkrk gSA ,slk blfy, 
gksrk gS D;ksafd og l³~xhr ds laLdkj ls fl) gSA 
;gh fLFkfr gekjs oS;fäd ,oa lkekftd thou dh 
gksrh gSA laLdkjkfUor O;fä ,oa lekt çR;{k ,oa 
ijks{k nksuksa gh fLFkfr;ksa esa iq"ikfUor ,oa QykfUor 
dk;Z ds lEiknu esa fulxZr% fl) gksrs gSaA rHkh rks 
dkfynkl Hkh dgrs gSa &

ßQykuqes;k% çkjEHkk% laLdkjk% çkäuk 
boÞ ¼j?kqoa'k] 1@20½

vFkkZr~ Qy ls vuqes; vkjEHk gksrk gS vkSj 
laLdkjksa ls çkjC/k A

laLdkj O;fä vkSj lekt ds ,dhdj.k dh 
O;oLFkk ds :i esa Hkh ns[ks tk ldrs gSaA laLdkj 
lekt dh mifLFkfr esa O;fä dk gksrk gS] ftlds 
i'pkr~ og lkekftd curk gSA ;gh fLFkfr ukVî 
esa lân; vFkok lkekftd dh gksrh gS] ftlds fy, 
vko';d gS fd og dkO;kuq'khfyr ,oa vy³~dkj] 
Hkko vkSj jl ds laLdkjksa ls laL—r gksA tSls tc 
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lHkh lkekftdksa dk vuqHko leku gks tkrk gS vkSj 
lHkh vksj vkuUnSd?ku dh fLFkfr gks tkrh gS] oSls 
gh laLdkjkfUor lkekftdksa ls lejlrkiw.kZ lekt 
dk fuekZ.k gksrk gSA

ftl çdkj vusd jaxksa ds leqfpr@lE;d~ 
mi;ksx djus ij fpÙk esa lqUnjrk] vkd"kZ.k vkSj iw.kZ 
okLrfodrk vk tkrh gS] mlh çdkj 'kkL=ksifn"V 
vusd laLdkj djus ls iq#"k dh cqf) vkSj eu 
esa lkfÙodrk ,oa loZtufç;rk dk l¥~pkj gksrk 
gS vkSj mldks okLrfod lq[k&'kkfUr ds iFk dk 
vuqHko gksrk gSA

fp=deZ ;FkkusdS j³~xS #UehY;rs 'krS% A 
czkã.;efi r}r~ L;kr~ laLdkjSfoZf/kiwoZdS% AA  
                         ¼vafxjkLe`fr½

laLdkjksa dh la[;k lkekU;r% 16 Lohdkj dh 
xbZ gSA laLdkjçdk'k xzUFk ds vuqlkj os bl çdkj 
gSa&

1-	 xHkkZ/kku 

2-	 iqalou 

3-	 lheUrksUu;u

4-	 tkrdeZ 

5-	 ukedj.k

6-	 fu"Øe.k

7-	 vUuçk'ku

8-	 pwMkdj.k

9-	 fo|kjEHk@v{kjkjEHk

10-	 d.kZos/ku

11-	 miu;u

12- osnkjEHk

13-	 lekorZu

14-	 fookg

15-	 fookgkfXuifjxzg @ =srkfXulaxzg 

16-	 vUR;sf"V

tc ge bu laLdkjksa esa fufgr çfØ;k ,oa 
mlds çfriknu ds fy, fu/kkZfjr le; dks ns[krs 
gSa rks budh oSKkfudrk dk vkHkkl gksrk gSA ;g 
O;ofLFkr fof/k lqfuf'pr djrh gS fd bl çfØ;k 
ls xqtjus ds ckn ,d O;fä loZxq.klaiUu euq"; 
cu lds] tks vius mR—"V lsok ls lekt dk 
dY;k.k djsA ;g vkt ds xq.koÙkk çca/ku ds 
xq.koÙkk vk'oklu çfØ;k ,oa fl)kUr ls fdlh Hkh 
çdkj fHkUu ugha gSA

fiNys fnuksa ?kfVr ckaXykns'k dk vkUnksyu 
gks ;k :l&;wØsu dk o"kksaZ ls py jgk ;q)] 
btjk;y&fQfyLrhu dk ;q) gks ;k bjkd&bZjku 
dk lej vkfn] ;s lHkh ?kVuk,a ekuork dh okLrfod 
ç—fr ds fo#) gSaA vPNs lekt fuekZ.k ds fy, 
euq"; dk pfj= fuekZ.k vR;Ur vko';d gSA blds 
fy, Hkkjrh; ijEijk esa of.kZr lksyg laLdkjksa dk 
iqujoyksdu ,d leqfpr lek/kku gSA

---izrkikuan >k
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lkjka'k

bl 'kks/k i= esa] 660 MW ds dks;yk nkfgr vfrØkafrd rkih; 'kfä la;a= dk ^lk;dy VsEiks 5*  
}kjk fodflr Å"ekxfrdh; fun'kZ ds ek/;e ls fofHkUu çpkyu ifjfLFkfr;ksa esa ,DlthZ n{krk dh tk¡p 
dh xbZ gSA vf/kdre ,DlthZ n{krk çkIr djus gsrq b"Vre çpkyu ifjfLFkfr Kkr djus ds fy, rhu 
çeq[k çpkyu dkjdksa ¼la?kfu= nkc] eq[; Hkki rkieku ,oa iquLrkiu rkieku½ dk b"Vre eku rxqfp 
¼Taguchi½ vfHkdYiu fof/k dk mi;ksx djds Kkr fd;k x;kA rhu p;fur dkjdksa ds çR;sd ds rhu 
Lrjksa/ekuksa ds lkFk çpkyu voLFkkvksa dh ;kstuk L9 vkFkksZxksuy J`a[kyk lewg ¼Orthogonal array½ ds 
:i esa dh xbZA ,d&,d çkpy ds çHkkoksa dh vyx&vyx tk¡p flXuy&Vw&u‚bl vuqikr ¼Signal-
to-noise S/N ratio½ fo'ys"k.k ,oa ,ukfyfll v‚Q osfj,Ul ¼ANOVA½ ds }kjk dh xbZA v/;;u ds 
fu"d"kZ ;s n'kkZrs gSa fd dqy çHkko esa 83-43% dh va'knku ¼Contribution½ ds lkFk la?kfu= nkc la;a= dh 
,DlthZ n{krk ij lokZf/kd çHkkodkjh çkpy gS ,oa blds ckn 12-99% dh lgHkkfxrk ds lkFk eq[; Hkki 
ds rkieku dk LFkku vkrk gSA var esa fo'ys"k.k ds fof/kekU;rk dh tk¡p dh xbZ ,oa ifj.kke lR;kfir 
fd;k x;kA

Abstract
In this paper the exergy efficiency of a 660MW coal fired supercritical thermal power plant 

under various operating conditions have been investigated through a thermodynamic model of the 
plant developed by using Cycle Tempo 5. Operating condition for maximization of exergy efficien-
cy is optimised through the application of Taguchi design method by using three factors namely 
condenser pressure, main steam temperature and reheat temperature. The operating conditions are 
planned with three levels of each of selected three factors as the orthogonal array of L9. The effects 
of individual parameters are investigated by signal-to-noise (S/N) ratio analysis and analysis of 
variance (ANOVA). Findings of the study reveals that condenser pressure is the most dominat-
ing parameter on plant exergy efficiency with a contribution of 83.43% followed by main steam 
temperature with 12.99%. As the analysis says that, the parameter with highest F- value will have 
maximum impact on response variable, the same has been checked by confirmation test. Thus, the 
result of analysis is checked and validated.

eq[; 'kCn : ,ukfyfll v‚Q osfj,Ul ¼ANOVA½] b"Vrehdj.k] vkFkksZxksuy J`a[kyk lewg] flXuy&Vw&u‚bl 
¼S/N½ vuqikr] rxqfp] Å"ekxfrdh; fun'kZ-
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Keywords: Analysis of Variance (ANOVA), optimization, orthogonal array, signal-to-noise (S/N) 
ratio, Taguchi, thermodynamic model.

ifjp;

jfoUæ dqekj ,oa vU; [1] us ,d çkpfyd ¼Parametric½ v/;;u esa voØkafrd ¼Subcritical½] 
vfrØkafrd ¼Supercritical½ ,oa ijk&vfrØkafrd ¼Ultra-supercritical½ dks;yk nkfgr 'kfä la;a=ksa esa 
Hkki rkieku dks 600oC] iquLrkiu rkieku dks 537oC ,oa la?kfu= nkc dks 0-09 bar ij fLFkj j[kdj 
Hkki fu"d"kZ.k nkcksa dk b"Vre eku Kkr djus gsrq lk;dy VsEiks 5 vuq:i.k l‚¶Vos;j dk mi;ksx dj 
la;a= dks vuq:fir fd;kA mUgksaus ,d iquLrkid ds lkFk vkB pj.kksa okyh Hkj.k ty rkiu O;oLFkk 
ij fopkj djrs gq, voØkafrd] vfrØkafrd ,oa ijk&vfrØkafrd 'kfä la;a= ds pØksa dh rkih; n{krk 
Øe'k: 40.40%, 42.48%, vkSj 43.03% çkIr dhA

jfoUnj dqekj ,oa vU; [2] us ,d v/;;u esa 250 MW ds ,d voØkafrd] iquLrkid] iqutZud 
;qDr dks;yk nkfgr rkih; 'kfä la;= dks fofHkUu Hkkjksa ij vuq:fir fd;kA fun'kZu esa eq[; :i ls 
æO;eku ,oa ÅtkZ larqyu lehdj.kksa dk mi;ksx fd;k x;kA la;a= ls laxzfgr vko';d vkadM+ksa dk 
mi;ksx mlds fo'ys"k.k esa fd;k x;kA Hkki tfu=] Vjckbu] iEi] la?kfu= ,oa Hkj.k ty rkidksa dks 
,dh—r dj rS;kj vuq:fir fun'kZ dks eSVySc ¼MATLAB½ x.kuk lk¶Vos;j ds }kjk lQyrkiwoZd 
pyk;k x;kA 250 MW {kerk okyh la;a= ds fy, Hkkj dh fofHkUu voLFkkvksa esa mlds okLrfod çpkyu 
dh fLFkfr esa ldy la;a= n{krk] dks;yk [kir nj ,oa Hkki çokg nj ds ekuksa dh rqyuk fun'kZ ds 
lapkyu ls çkIr laxr ekuksa ls djds vuq:fir fun'kZ dk fof/kekU;dj.k fd;k x;kA vuq:fir fun'kZ 
ls çkIr ifj.kke larks"kçn FksA

,d 'kks/k dk;Z ftldk eq[; mís'; fo|eku voØkafrd 'kfä la;a= dh n{krk esa o`f) djuk Fkk] 
pUæ'ks[kju ,oa vU; [3] us c‚;yj dh bdkb;k¡ tSls ferksi;ksft=] Mªe ,oa vfrrkid dk lkaf[;dh; 
fun'kZ rS;kj fd;kA fodflr fun'kZ dh çHkko'khyrk dks R2 ,oa ANOVA fo'ys"k.k fof/k;ksa ds }kjk tk¡pk 
x;kA mUgksaus ifjorZu'khy çØe çkpy ¼rkieku½ dk fun'kZ ds fofHkUu ifjorZu'khy pjksa ij fuHkZjrk 
dk fo'ys"k.k fd;kA fun'kZ dk fof/kekU;dj.k =qfV fo'ys"k.k ds }kjk rFkk çØe çkpyksa dk b"Vrehdj.k 
fMtkbu v‚Q ,DlisfjesUV~l ¼Design of Experiments½ ds lkFk fjLikal ljQsl esFkksMksy‚th ¼Response 
Surface Methodology] RSM½ ds }kjk fd;k x;kA vyx&vyx fun'kksaZ rFkk ,dh—r fun'kZ dk mi;ksx 
djds dks;yk nkfgr rkih; 'kfä la;a= ds Hkkfof";d fu;a=.k ¼Predictive control½ dk v/;;u ,oa 
vfHkdYiu fd;k x;kA

Mq tsa?kqbZ [4] us ,d 'kks/k esa c‚;yj rkih; fudk; ds iwoZ ds çpkyu vkadM+ksa dk mi;ksx djds 
mPp&lVhdrk okyk ek=kRed fun'kZ LFkkfir fd;kA bl fof/k ls okLrfod fudk; ds fun'kZu esa vkus 
okyh vusd dfBukb;ksa ls cpk tk ldk rFkk fof/k ls rkih; 'kfä la;a= esa rkih; Lopkyu fu;a=.k 
fudk; ds vfHkdYiu vkSj b"Vrehdj.k ds fy, etcwr lanHkZ çkIr gksrk gSA

rkih; 'kfä la;a=ksa ds fu"iknu ds b"Vrehdj.k ds fy, rxqfp ,oa ,uksok fof/k;ksa dk mi;ksx djus 
okys çeq[k 'kks/k dk;ksaZ dk laf{kIr fooj.k ys[kd us vius 'kks/k i= [5] esa fn;k gSA fe=k ,oa ljdkj 
[6] us rxqfp S/N vuqikr ,oa ANOVA dk mi;ksx dj 'kfä la;a= dh ,DlthZ n{krk ij okrkoj.kh; 
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rkieku] la?kfu= nkc ,oa eq[; Hkki ds rkieku 
ds çHkko dk v/;;u fd;kA mUgksaus Hkki rkieku 
dks lcls çHkko'khy dkjd ds :i esa ik;k rFkk 
blds ckn okrkoj.kh; rkieku FkkA cslky ,oa vU; 
[7] rFkk fe=k ,oa ljdkj [8] us iqu: rhu çkpy 
okrkoj.kh; rkieku] la?kfu= nkc rFkk Hkki rkieku 
ij fopkj djrs gq, çR;sd ds rhu Lrjksa dks ysdj 
çpkyu voLFkkvksa dh ;kstuk cukbZ vkSj çR;sd 
voLFkk gsrq rkih; 'kfä la;a= dh ,DlthZ n{krk 
dh tk¡p dhA mUgksaus S/N vuqikr fo'ys"k.k ,oa 
,ukfyfll v‚Q osfj,Ul ¼ANOVA½ rFkk fjxzslu 
¼Regression½ fo'ys"k.k fd;k vkSj ,d&,d çkpy 
ds çHkkoksa dks Kkr fd;kA okrkoj.kh; rkieku 
lokZf/kd çHkkodkjh çkpy ik;k x;kA mUgksaus  
ifj.kkeksa dh iqf"V Hkh dh rFkk çpkyu voLFkkvksa 
ds b"Vrerhdj.k ds fy, rxqfp vfHkdYiu dks 
,d lQy fof/k ds :i esa ik;kA tkfey ,oa vU; 
[9] us ykxr Qyu ¼Cost function½ esa lfEefyr 
çkpyksa dk b"Vre Lrj çkIr djus gsrq rxqfp fof/k 
dk mi;ksx fd;k FkkA dbZ lzksrksa ls fo|qr mRiknu 
ds fy, midj.k {kerkvksa ds b"Vre vkoaVu gsrq 
rxqfp fof/k dk mi;ksx okax ,oa vU; [10] us 
fd;kA

esFkksMksykWth

bl 'kks/k dk;Z ds fofHkUu pj.k fuEukuqlkj gSa -

(i) 	la;a= dk Å"ekxfrdh; fun'kZu ,oa vuq:i.k 
̶ lk;dy VsEiks 5-0 vuq:i.k l‚¶Vos;j dk 
mi;ksx dj la;a= dk Å"ekxfrdh; fun'kZ 
rS;kj djus rFkk vuq:i.k dh fof/k dk o.kZu 
¼ys[kd½ ds 'kks/k i= [5, 11] esa fd;k x;k gSA

(ii) 	rxqfp fof/k dk vuqç;ksx - çk;ksfxd vfHkdYiu 
dh rxqfp fof/k dk fodkl çksQslj th- rxqfp  
}kjk fd;k x;k FkkA ;g lkaf[;dh; fof/k ljy ,oa 
n{k gS rFkk çØe çkpyksa ds çk;ksfxd vfHkdYiu  

b"Vrehdj.k ds fy, ,d lqO;ofLFkr çfØ;k 
crykrh gSA vfHk;kaf=dh; fo'ys"k.k esa fudk; 
ds çkpyksa ds vfHkdYiu ds fy, rxqfp fof/k 
,d 'kfä'kkyh ek/;e miyC/k djkrh gSA 
rxqfp fof/k esa fuEu pj.k gksrs gSaA [12-15]:

(i) 	çfrlkn pj ¼Response Variable½ ;k mís'; 
¼Objective½ ;k vkmViqV xq.koRrk vfHky{k.k 
¼Output quality characteristics½ ftldk 
b"Vrehdj.k fd;k tkuk gks] dks fpfUgr/ 
p;fur djukA orZeku v/;;u esa ;g la;a= 
,DlthZ n{krk gSA

(ii) 	fu;a=.k dkjdksa ¼Control factors½ ;k çØe  
çkpyksa ¼Process parameters½ ¼orZeku v/;;u 
esa] la?kfu= nkc] eq[; Hkki rkieku ,oa  
iquLrkiu rkieku½ dh igpku djuk tks fd 
çfrlkn pj ;k mís'; dks çHkkfor dj ldrs 
gksaA

(iii) fu;a=.k dkjdksa ds Lrjksa rFkk mudh laHkkfor 
bUVj,D'ku ¼Interactions½ dk fu/kkZj.k djuk

(iv) vkFkksZxksuy J`a[kyk lewg ¼OA½ dk pquko 
djuk rFkk OA   ds Vªk;yksa ¼Trails½ esa o.kZu 
vuqlkj ijh{k.k lapkfyr djukA

(v)	 flXuy&Vw&ukbl ¼S/N½ vuqikr ,oa  
,ukfyfll v‚Q osfj,Ul ¼ANOVA½ fof/k;ksa  
dk mi;ksx dj ç;ksxksa ds ifj.kkeksa dk 
fo'ys"k.k djukA

(vi)	b"Vre vfHkdYiu çkpyksa dk lewg Kkr 
djukA

(vii)	ifj.kke vFkkZr~ b"Vre vfHkdYiu çkpyksa dk 
lR;kiu djukA

fo'ys"k.k esa mi;ksx fd, x, fu;a=.k dkjdksa 
dks muds Lrjksa ds lkFk lkj.kh 1 esa rFkk L9 
vkFkksZxksuy J`a[kyk lewg dk mi;ksx dj çpkyu 
dkjdksa ds fy, rS;kj fd, x, vfHkdYiu foU;kl 
¼Design layout½ dks lkj.kh 2 esa cryk;k x;k gSA
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lkj.kh 1 : çpkyu dkjdksa dks Lrj dk vkoaVu

Symbol Parameters
Levels

1 2 3
CP Condenser Pressure (bar) 0.08 0.10 0.12

MST Main Steam Temperature (°C) 517 537 557
RHT Reheat Temperature (°C) 545 565 585

lkj.kh 2 : L9 vkFkksZxksuy J`a[kyk lewg ds fy, fu;a=.k dkjdksa dk ç;ksfxd lsV&vi
Trial No. MSP CP RHT

1 1 1 1
2 1 2 2
3 1 3 3
4 2 1 2
5 2 2 3
6 2 3 1
7 3 1 3
8 3 2 1
9 3 3 2

(iii) flXuy&Vw&ukWbl ¼S/N½ vuqikr fo'ys"k.k - flXuy&Vw&u‚bl vFkkZr~ S/N okafNr vkmViqV dk 
y‚x Qyu ¼Log Functions½ gksrs gSa rFkk xq.koRrk vfHky{k.k esa mifLFkr fopj.k/fofo/krk ¼Variation½ 
dks n'kkZrs gSaA çk;: mi;ksx fd, tkus okys vU; ekud fof/k;ksa ds foijhr] rxqfp fof/k esa ijh{k.k  
ifj.kkeksa ds ekud fopyu rFkk ek/; nksuksa ij fopkj dj b"Vre voLFkk Kkr dh tkrh gSA 
S/N vuqikr lkekU;r: rhu Lo:iksa esa gksrs gSa nh&yksoj&n&csVj ¼Lower-the-better, LB½ nh 
gkbvj&n&csVj ¼Higher-the-better, HB½ ,oa nh u‚feuy&n&csVj ¼Nominal-the-better, NB½- 
pw¡fd 'kfä la;a= esa b"Vre çpkyu voLFkk esa vf/kdre ,DlthZ n{krk okaNuh; gksrh gS] blfy, 
orZeku v/;;u esa ,DlthZ n{krk dh HB xq.koRrk vfHky{k.k dk p;u fd;k tkrk gSA bldk vk'k; 
;g gS fd çØe çkpy dk b"Vre Lrj og gksrk gS ftl ij S/N vuqikr vf/kdre gksrk gS [12, 13]-

	 HB xq.koRrk vfHky{k.kksa dks fuEukuqlkj O;Dr fd;k tk ldrk gS:

सारणी 2 : L9 आथ�गोनल श्रृंखला समूह के �लए �नयंत्रण कारक� का प्रयो�गक सेट-अप 
 
 

 

 

 

 

 

(iii) �सग् नल-टू-नॉइस (S/N) अनुपात �वश् लेषण – �सग् नल-टू-नॉइस अथार्त ्S/N वां�छत आउटपुट का लॉग फलन 
(Log Functions) होत ेह� तथा गुणवत् ता अ�भल�ण म� उपिस्थत �वचरण/�व�वधता (Variation) को दशार्त ेह�। प्राय: 
उपयोग �कए जाने वाले अन् य मानक �व�धय� के �वपर�त, तगु�च �व�ध म� पर��ण प�रणाम� के मानक �वचलन 
तथा माध् य दोन� पर �वचार कर इष् टतम अवस् था �ात क� जाती है। S/N अनुपात सामान् यत: तीन स् वरूप� म� होते 
ह� द�-लोवर-द-बेटर (Lower-the-better, LB) द� हाइअर-द-बेटर (Higher-the-better, HB) एव ंद� नॉ�मनल-द-बेटर 
(Nominal-the-better, NB). चँू�क शिक्त संयंत्र म� इष् टतम प्रचालन अवस् था म� अ�धकतम एक् सज� द�ता वांछनीय 
होती है, इस�लए वतर्मान अध् ययन म� एक् सज� द�ता क� HB गुणवत् ता अ�भल�ण का चयन �कया जाता है। 
इसका आशय यह है �क प्रक्रम प्राचल का इष् टतम स् तर वह होता है िजस पर S/N अनुपात अ�धकतम होता है 
[12, 13]. 

HB गुणवत् ता अ�भल�ण� को �नम् नानुसार व् यक् त �कया जा सकता है: 

η �
S
N
� = −10 log10 �

1
𝑛𝑛𝑛𝑛

×
1
𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖2
� 

जहा ँη(S/N) हाइअर-द-बेटर अवस् था के �लए S/N अनुपात एवं yi तगु�च प्रयोग म� अ�भकिल्पत प्राचल� के 
�व�भन् न समूह� के साथ सायकल टेम् पो अनुरूपण �नदशर् द्वारा �ात क� गई वास् त�वक एक् सज� द�ता (ηII) को 
दशार्ता है तथा n पर��ण (Trial) म� दोहराव (Repetitions) क� संख् या है [12, 13]. एक् सज� द�ताओं [16] के 
गणना प�रणाम तथा संगत S/N अनुपात� को सारणी 3 म� �दखाया गया है। 

सारणी 3: शिक्त संयत्र म� �व�भन् न प्रचालन अवस् थाओं के �लए एक् सज� प�रणाम एवं S/N अनुपात 
Trial CP MST RHT ηηII (%) S/N ratio(dB) 

1 0.08 517 545 40.087  32.06007 

2 0.08 537 565 40.551 32.16003 

3 0.08 557 585 40.987  32.25292 

4 0.10 517 565 39.454 31.92182 

5 0.10 537 585 39.915 32.02272 

6 0.10 557 545 39.895 32.01837 

7 0.12 517 585 38.911 31.80145 

8 0.12 537 545 38.904 31.79989 

9 0.12 557 565 39.336 31.8958 

  

Trial No. MSP CP RHT 
1 1 1 1 
2 1 2 2 
3 1 3 3 
4 2 1 2 
5 2 2 3 
6 2 3 1 
7 3 1 3 
8 3 2 1 
9 3 3 2 

	 tgk¡ ƞ¼S/N½ gkbvj&n&csVj voLFkk ds fy, S/N vuqikr ,oa yi rxqfp ç;ksx esa vfHkdfYir çkpyksa 
ds fofHkUu lewgksa ds lkFk lk;dy VsEiks vuq:i.k fun'kZ }kjk Kkr dh xbZ okLrfod ,DlthZ n{krk 
¼ƞII½ dks n'kkZrk gS rFkk n ijh{k.k ¼Trial½ esa nksgjko ¼Repetitions½ dh la[;k gS [12, 13]- ,DlthZ 
n{krkvksa [16] ds x.kuk ifj.kke rFkk laxr S/N vuqikrksa dks lkj.kh 3 esa fn[kk;k x;k gSA
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lkj.kh 3: 'kfä la;= esa fofHkUu çpkyu voLFkkvksa ds fy, ,DlthZ ifj.kke ,oa S/N vuqikr
Trial CP MST RHT ƞII (%) S/N ratio(dB)
1 0.08 517 545 40.087 32.06007
2 0.08 537 565 40.551 32.16003
3 0.08 557 585 40.987 32.25292
4 0.10 517 565 39.454 31.92182
5 0.10 537 585 39.915 32.02272
6 0.10 557 545 39.895 32.01837
7 0.12 517 585 38.911 31.80145
8 0.12 537 545 38.904 31.79989
9 0.12 557 565 39.336 31.89580

(iv) ,ukfyfll vkWQ osfj,Ul ¼ANOVA½ [5] - rxqfp fof/k vius vki esa ,d&,d çkpy dk lEiw.kZ  
fudk; ij çHkko Kkr ugha dj ldrk] ijarq ,uksok ¼ANOVA½ ds }kjk ;g laHko gSA ,uksok ,d 
lkaf[;dh; fof/k gS [17] ftldk mi;ksx çfrlknh pj ¼Response variable½ ;k mís'; ¼Objective½ 
ij fofHkUu fu;a=.k dkjdksa ds çHkko dh lhek Kkr djus ds fy, fd;k tkrk gSA ,uksok dk vuqç;ksx 
;g ijh{k.k djus esa fd;k tkrk gS fd xq.koRrk vfHky{k.k dks dkSu ls vfHkdYiu çkpy i;kZIr :i 
ls çHkkfor djrs gSa [12, 13]- ;g fo'ys"k.k 5% fo'oluh;rk Lrj ¼Confidence level½ ij fd;k 
tkrk gSA

	 ANOVA x.kuk ds fy, MINITAB l‚¶Vos;j dk mi;ksx fd;k x;k gS vkSj ifj.kkeksa dks lkj.kh 4 
esa n'kkZ;k x;k gSA ifj.kkeksa ls Li"V gS fd la?kfu= nkc lokZf/kd çHkkodkjh çkpy gS ftldk çHkko 
Mkyus esa çfr'kr ;ksxnku 83-43% gS ,oa blds i'pkr~ 12-99% ds lkFk eq[; Hkki rkieku dh ckjh 
vkrh gSA

lkj.kh 4: ,DlthZ n{krk ds fy, ANOVA ds ifj.kke

Source DoF Adj SS Adj MS F-Value P-Value % contribution
CP 2 3.33953 1.66976 54252.9 0.000 83.43%
MST 2 0.52006 0.26003 8448.71 0.000 12.99%
RHT 2 0.14324 0.07162 2326.96 0.000 3.58%
Error 2 0.00006 0.00003 0.00%
Total 8 4.00289

(v) dkjdksa dk b"Vre Lrj Kkr djuk [5]  - CP, MST ,oa RHT ds fy, ek/; çfrlkn ¼fjLikal½ 
,oa ek/; S/N vuqikr fp= 1 esa fn[kk, vuqlkj gSaA çkpy Lrjksa ds laxr b"Vre voLFkkvksa dks fp= 
1 esa 'kh"kZ fcUnqvksa ds :i esa n'kkZ;k x;k gSA S/N vuqikr ij vk/kkfjr ekuksa dks lkj.kh 5 esa fn;k 
x;k gSA blds vfrfjDr] lkj.kh 6 esa n'kkZ, vuqlkj ,DlthZ n{krk ds fy, mPpre çfrlkn ,oa 
mPpre S/N vuqikr gsrq çkpyksa dk la;ksftr b"Vre Lrj A1B3C3 ds :i esa Kkr fd;k x;kA 
nwljs 'kCnksa esa] 'kfä la;a= esa loZJs"B ,DlthZ n{krkvksa rFkk fudk; fu"iknu gsrq b"Vre çpkyu 
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voLFkk,¡ gSa % la?kfu= nkc Lrj 1 ij] eq[; Hkki rkieku Lrj 3 ij ,oa iquLrkiu Hkki rkieku Lrj 
3 ij gksuk pkfg,A

(vi) iqf"Vdkjd ijh{k.k [5] - çØe çkpyksa dk b"Vre Lrj fu/kkZfjr djus ds i'pkr~ budk mi;ksx dj 
fu"iknu esa lq/kkj dks çfrlknh pj ¼Response variable½ ds inksa esa Hkfo";ok.kh djuk vkSj bldh 
iqf"V djuk çfØ;k dk vafre pj.k gSA Hkfo";ok.kh dh tkus okyh S/N vuqikr dh x.kuk [18] esa 
crykbZ fof/k ls dh tk ldrh gSA

	

(iv) एना�ल�सस ऑफ व�ेरएन् स (ANOVA) [5] – तगु�च �व�ध अपने आप म� एक-एक प्राचल का सम् पूणर् �नकाय 
पर प्रभाव �ात नह�ं कर सकता, परंतु एनोवा (ANOVA) के द्वारा यह संभव है। एनोवा एक सांिख्यक�य �व�ध है 
[17] िजसका उपयोग प्र�तसाद� चर (Response variable) या उद्देश् य (Objective) पर �व�भन् न �नयंत्रण कारक� के 
प्रभाव क� सीमा �ात करने के �लए �कया जाता है। एनोवा का अनुप्रयोग यह पर��ण करने म� �कया जाता है �क 
गुणवत् ता अ�भल�ण को कौन से अ�भकल् पन प्राचल पयार्प् त रूप से प्रभा�वत करत ेह� [12, 13]. यह �वश् लेषण 5% 
�वश् वसनीयता स् तर (Confidence level)  पर �कया जाता है।  

ANOVA गणना के �लए MINITAB सॉफ्टवेयर का उपयोग �कया गया है और प�रणाम� को सारणी 4 म� 
दशार्या गया है। प�रणाम� से स् पष् ट है �क संघ�नत्र दाब सवार्�धक प्रभावकार� प्राचल है िजसका प्रभाव डालने म� 
प्र�तशत योगदान 83.43% है एवं इसके पश् चात ्12.99% के साथ मुख् य भाप तापमान क� बार� आती है। 

सारणी 4: एक् सज� द�ता के �लए ANOVA के प�रणाम 
Source DoF Adj SS Adj MS F-Value P-Value % contribution 

CP 2 3.33953 1.66976 54252.9 0.000 83.43% 

MST 2 0.52006 0.26003 8448.71 0.000 12.99% 

RHT 2 0.14324 0.07162 2326.96 0.000 3.58% 

Error 2 0.00006 0.00003   0.00% 

Total 8 4.00289     

 
(v) कारक� का इष् टतम स् तर �ात करना [5] – CP, MST एवं RHT के �लए माध् य प्र�तसाद (�रस् पांस) एवं माध् य 
S/N अनुपात �चत्र 1 म� �दखाए अनुसार ह�। प्राचल स् तर� के संगत इष् टतम अवस् थाओं को �चत्र 1 म� शीषर् �बन् दओंु 
के रूप म� दशार्या गया है। S/N अनुपात पर आधा�रत मान� को सारणी 5 म� �दया गया है। इसके अ�त�रक् त, सारणी 
6 म� दशार्ए अनुसार एक् सज� द�ता के �लए उच् चतम प्र�तसाद एवं उच् चतम S/N अनुपात हेतु प्राचल� का संयोिजत 
इष् टतम स् तर A1B3C3 के रूप म� �ात �कया गया। दसूरे शब् द� म�, शिक्त संयंत्र म� सवर्शे्रष् ठ एक् सज� द�ताओं 
तथा �नकाय �नष् पादन हेतु इष् तम प्रचालन अवस् थाएँ ह� : सघं�नत्र दाब स् तर 1 पर, मुख् य भाप तापमान स् तर 3 पर 
एवं पुनतार्पन भाप तापमान स् तर 3 पर होना चा�हए। 
(vi) पुिष्टकारक पर��ण [5] – प्रक्रम प्राचल� का इष् टतम स् तर �नधार्�रत करने के पश् चात ् इनका उपयोग कर 
�नष् पादन म� सुधार को प्र�तसाद� चर (Response variable) के पद� म� भ�वष् यवाणी करना और इसक� पुिष्ट करना 
प्र�क्रया का अ�ंतम चरण है। भ�वष् यवाणी क� जाने वाल� S/N अनुपात क� गणना [18] म� बतलाई �व�ध से क� जा 
सकती है। 

ηpredicted = η
m

+ ��ηi − ηm�
o

i=1

 

जहा ँηm, S/N अनुपात का कुल माध् य, ηi, इष् टतम स् तर पर माध् य S/N अनुपात, o, �वचाराधीन प्राचल� क� 
संख् या ह� । S/N अनुपात म� सुधार को सारणी 6 म� बतलाया गया है।  
 

 
 
 
 

	 tgk¡ ƞm] S/N vuqikr dk dqy ek/;] ƞi] b"Vre Lrj ij ek/; S/N vuqikr] o] fopkjk/khu çkpyksa 
dh la[;k gSa A S/N vuqikr esa lq/kkj dks lkj.kh 6 esa cryk;k x;k gSA

fp= 1: ek/; S/N vuqikr fo#/n çØe çkpy

lkj.kh 5 : ek/; S/N vuqikr ds fy, çfrlkn lkj.kh
Level CP MST RHT Overall Mean S/N Ratio

1 32.16 31.93 31.96

31.9933
2 31.99 31.99 31.99
3 31.83 32.06 32.03

Delta 0.33 0.13 0.07
Rank 1 2 3

 
�चत्र 1: माध्य S/N अनुपात �वरुध्द प्रक्रम प्राचल 

सारणी 5 : माध्य S/N अनुपात के �लए प्र�तसाद सारणी  

Level CP MST RHT Overall Mean S/N 
Ratio 

1 32.16 31.93 31.96 

31.9933 
2 31.99 31.99 31.99 
3 31.83 32.06 32.03 

Delta 0.33 0.13 0.07 
Rank 1 2 3 

 

सारणी 6 : एक् सज� द�ता के �लए पुिष्टकारक पर��ण का प�रणाम 

Levels 
Starting process 

parameters 
Optimal process parameters 

Prediction  Actual 

A2B2C3  A1B3C3  A1B3C3 

Exergy efficiency, %  39.915 41.036 40.987 

S/N ratio     32.02272 32.2634 32.2529 

Improvement of S/N ratio                0.2302 

Prediction error               0.010 
 
(vii) सम् पूणर् �वश् लेषण के �व�धमान् यता क� जाँच करना [5] -  
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lkj.kh 6 : ,DlthZ n{krk ds fy, iqf"Vdkjd ijh{k.k dk ifj.kke

Levels
Starting process 

parameters
Optimal process parameters

Prediction  Actual
A2B2C3  A1B3C3  A1B3C3

Exergy efficiency, % 39.915 41.036 40.987
S/N ratio  32.02272 32.2634 32.2529

Improvement of S/N ratio  0.2302
Prediction error  0.010

(vii) lEiw.kZ fo'ys"k.k ds fof/kekU;rk dh tk¡p 
djuk [5] &

	 (i) lkj.kh 6 ls Li"V gS fd çfrlknh pj 
vFkkZr~ ,DlthZ n{krk ij mPp F- eku dk 
¼çfr'kr fgLlsnkjh ds inksa esa½ lokZf/kd çHkko 
gksrk gSA bl rjg fo'ys"k.k vkSj fu;a=.k dk-
jdksa dk çHkko esa fgLlsnkjh dh iqf"V ijh{k.k 
ds }kjk gksrh gSA

	 (ii) ^ifjdYiuk* ijh{k.k:

	 'kwU; ifjdYiuk ¼Null Hypothesis, Ho½ - 
çfrlknh dkjd ij çHkko ds lanHkZ esa fu;a=.k 
dkjd vf/kd vkSfpR;iw.kZ egRoiw.kZ ugha gSa A

	 oSdfYid ifjdYiuk ¼Alternate Hypothesis, 
HA½ - çfrlknh dkjd ij çHkko ds lanHkZ esa 
fu;a=.k dkjd vkSfpR;iw.kZ/egRoiw.kZ gSa A

	 uy ifjdYiuk dks Loh—r vFkok vLoh—r 
djus ds fy, fu.kZ; djus gsrq lacaf/kr fu;e 
gSa:

	 fo'oluh;rk ds α Lrj ij] Ho dks vLoh—r 
djsa ;fn P > α ,oa vLoh—r uk djsa ;fn  
P < α -

	 tgk¡ 95% fo'oluh;rk Lrj ds fy,] α ¾ 
1 - 0-95 ¾ 0-05

	 orZeku dk;Z esa] lkj.kh 4 ls ;g ns[kk x;k 
fd lHkh rhuksa çkpyksa dk P-eku 0-05 ls de 
gS vFkkZr~ ,DlthZ n{krk ds laca/k esa ;s dkjd 

cgqr gh vkSfpR;iw.kZ/çHkko'khy gSa ijarq buds 
çHkkoksa dh lhek vyx&vyx gSA

laHkkfor vuqç;ksx

vf/kdka'k vk/kqfud dks;yk nkfgr 'kfä la;a=ksa 
dh ç—fr vfrØkafrd çdkj dh gSA blls Li"V 
gS fd bl 'kks/k dk;Z esa ç;ksx dh xbZ fof/k dk 
vuqç;ksx ,sls lHkh vk/kqfud 'kfä la;a=ksa esa fd;k 
tk ldrk gSA v/;;u ds ifj.kkeksa ds vuqlkj 
çHkkodkjh çpkyu dkjdksa dks muds egRo ds Øe 
ds vuq:i ojh;rk çnku djrs gq, vkSj muds ekuksa 
ds fu;a=.k dks çkFkfedrk nsrs gq, la;a=ksa dh n{krk 
esa o`f) dh tk ldrh gSA

fu"d"kZ ,oa Hkfo"; ds 'kks/k funsZ'k

orZeku 'kks/k v/;;u esa :

• 	 çfrlknh dkjd ¼;gk¡ ij ,DlthZ n{krk½ ij 
,d vfrØkafrd rkih; 'kfä la;a= ds fu;a=.k 
dkjdksa ds vyx&vyx çHkko dk v/;;u 
rxqfp] S/N vuqikr ,oa ANOVA dk mi;ksx 
djds fd;k x;kA la;a= ,DlthZ n{krk ij  
83-43% dh çfr'kr fgLlsnkjh ds lkFk  
la?kfu= nkc lokZf/kd çHkkodkjh dkjd gS vkSj 
blds ckn 12-99% fgLlsnkjh ds lkFk eq[; 
Hkki rkieku dk Øe vkrk gSA

• 	 rkih; 'kfä la;a= ds lcls vPNs ,DlthZ 
n{krk ds fy, fu;a=.k pjksa ds Lrjksa ds lanHkZ 
esa b"Vre çpkyu voLFkkvksa dks fpfUgr fd;k 
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x;kA mnkgj.k ds fy,] orZeku fo'ys"k.k esa 
la?kfu= nkc Lrj 1 ij] eq[; Hkki rkieku 
Lrj 3 ij ,oa iqurkZfir Hkki rkieku Lrj 3 
ij ik;k x;kA

ANOVA x.kuk,¡ 95% fo'oluh;rk Lrj ds 
lkFk dh xbZ rFkk iqf"Vdkjd ijh{k.k }kjk p;fur 
çØe çkpyksa ds b"Vre Lrj dk lR;kiu fd;k 
x;k vkSj varr: lEiw.kZ fo'ys"k.k ,oa ifj.kkeksa dh 
fof/kekU;rk dk lR;kiu F-lkaf[;dh; eku rFkk 
ifjdYiuk ijh{k.k ds }kjk fd;k x;kA

Hkfo"; ds 'kks/k funsZ'k & orZeku 'kks/k v/;;u 
esa la;a= dh ,DlthZ n{krk ij dsoy rhu çpkyu 
dkjdksa ds çHkkoksa dh lhek dk vkdyu fd;k x;k 
gS A vr: vU; okrkoj.kh; ,oa çpkyu dkjdksa ds 
çHkkoksa dk v/;;u Hkfo"; ds 'kks/k dk;ksaZ esa fd;k 
tk ldrk gS A

'kks/k i= esa ç;qä vaxzsth rduhdh 'kCnksa dh 
lekukFkZd fganh 'kCnkoyh

Alphabetically sorted 
terminology in English

o.kZekyk vuqØfer 
fgUnh 'kCnkoyh

Cycle Tempo lk;dy VsEiks
Efficiency n{krk
Exergy ,DlthZ
Modeling fun'kZu
MW esxkokV
Optimum b"Vre
Parameters çkpy
Regeneration iqutZuu
Reheating iquLrkiu
Simulation vuq:i.k
Supercritical vfrØkafrd
Validation fof/kekU;dj.k
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lkjka'k

xksykdkj :i ls lefer] vkosf'kr o pj ?kuRo okys iw.kZ æo gsrq vkbaLVhu&eSDlosy lehdj.kksa 
dk ,d vkarfjd gy ;gk¡ çLrqr fd;k x;k gSA t ¾ fLFkjkad ysus ij bl gy dk HkkSfrd 3 & LFkku 
xksykdkj gSA xq#Roh; fuikr ds ekud vksisugkbej & LukbMj fun'kZ o xq#Roh; fuikr dh jksdFkke ds 
lanHkZ esa fn;s x, ekgs'ojh & xks[k: fun'kZ] nksuksa dk lkekU;hdj.k çkIr djus gsrq ,d lfUudVu çfØ;k 
dk mi;ksx fd;k x;k gS tks n'kkZrh gS fd cM+s ,oa lkFk gh NksVs vkosf'kr fiaMksa esa vpj ?kuRo ds LFkku 
ij pj ?kuRo ekuus ij buds xq#Roh; fuikr dh vf/kd çHkkoh jksdFkke dh tk ldrh gSA

Abstract

An interior solution for spherically symmetric perfect fluid with charge and variable density 
of Einstein - Maxwell equations is presented here. Considering t = constant, the physical 3 - space 
of this solution is spheroidal. An approximation procedure is used to get a generalization of the 
standard Oppenheimer - Snyder model of collapse and Maheshwari - Gokhroo model of halting of 
collapse, which represents that collapse of large as well as small objects with charge can be halted 
more efficiently by considering variable density instead of constant density.

eq[; 'kCn % xq#Roh; fuikr] vkos'k] pj ?kuRo] ncko] æO;ekuA
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ifjp;

czgekaM foKku dh lcls egRoiw.kZ leL;kvksa esa ls ,d ds :i esa] xq#Roh; fuikr ds dbZ jkspd 
[kxksyHkkSfrdh vuqç;ksx gS] ftuesa lkekU; lkis{krk ,d lkFkZd Hkwfedk fuHkkrh gSA xq#Roh; fuikr dh 
leL;k esa rkjs dh lrg lEiw.kZ fnd~ ,oa dky dks nks fHkUu & fHkUu {ks=ksa esa foHkkftr djrh gSA mfpr 
–f"V ds lkFk dbZ rkjksa ds vfLrRo ds rF; ds :i esa] xq#Roh; fuikr dks jksdus dh laHkkouk ds ckjs esa 
tkuuk ges'kk egRoiw.kZ gksrk gSA

vksisugkbej vkSj LukbMj [1] us fLFkj 'oktZLpkbYM cká Hkkx ds lkFk /kwy ds xksyh; fiaM ds 
xq#Roh; fuikr ds ckjs esa çkjfEHkd ppkZ dhA mlds ckn xq#Roh; fuikr o mlds jksdFkke ds v/;;u 
ij dkQh /;ku fn;k x;kA feluj [2] us ljyh—r rki LFkkukarj.k çfØ;k dks n'kkZrs gq, xksykdkj 



vfuy ekgs'ojh  ,oa ,e- ds- xks[k:] Þvkos'k ds çsj.k o pj ?kuRo }kjk xksykdkj :i ls lefer fiaM ds xq#Roh;-----ß

15;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024

xq#Roh; fuikr ds ewyHkwr lehdj.k çkIr fd,A dqpj [3] us xq#Roh; fuikr dks vkos'k ds lkFk lglaca/k 
fd;k gSA vksdkausy [4] us DokaVe xq:Rokd"kZ.k cyksa }kjk xq#Roh; fuikr ds jksdFkke dh laHkkouk dks 
n'kkZ;k gSA ekgs'ojh vkSj xks[k: [5]] [6]] [7]] [8]] [9] us ncko ?kuRo tfur fHkUu&fHkUu ifjfLFkfr;ksa 
esa fofHkUu nwfjd ls lacaf/kr xq#Roh; fuikr] fofp=rkvksa ,oa —".k fNæ dk foLr`r v/;;u fd;k gSA 
ekgs'ojh vkSj xks[k: [10] us vpj ?kuRo ds lkFk vkos'k ds çsj.k }kjk xq#Roh; fuikr ds jksdFkke dh 
laHkkouk dks n'kkZ;k gSA

orZeku 'kks/k i= esa iw.kZ æo] vkos'k vkSj pj ?kuRo ls Hkjs gq, cM+s o lkFk gh NksVs xksykdkj lefer 
fiaMksa ds xq#Roh; fuikr dks jksdus dh laHkkoukvksa ij ppkZ dh xbZ gSA ;gk¡ ?kuRo dh fHkUurk dks ;k–

fPNd :i ls 
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प�रचय 

ब्रहमांड िव�ान की सबसे मह�पूण� सम�ाओ ं म� से एक के �प म�, गु��ीय िनपात के कई रोचक 

खगोलभौितकी अनुप्रयोग है, िजनम� सामा� सापे�ता एक साथ�क भूिमका िनभाती हैI गु��ीय िनपात की सम�ा म� तारे 

की सतह स�ूण� िदक् एवं काल को दो िभ� - िभ� �ेत्रो ंम� िवभािजत करती है I उिचत �ि� के साथ कई तारो ंके अ��� 

के त� के �प म�, गु��ीय िनपात को रोकने की संभावना के बारे म� जानना हमेशा मह�पूण� होता है I        

           ओपेनहाइमर और �ाइडर [1] ने �स्थर �ाज़�स्चाइ� बा� भाग के साथ धूल के गोलीय िपंड  के गु��ीय िनपात 

के बारे म� प्रार��क चचा� की I उसके बाद गु��ीय िनपात व उसके रोकथाम के अ�यन पर काफी �ान िदया गया I 

िमसनर [2] ने सरलीकृत ताप स्थानांतरण प्रिक्रया को दशा�ते �ए गोलाकार गु��ीय िनपात के मूलभूत समीकरण प्रा� 

िकए I कुचर [3] ने गु��ीय िनपात को आवेश के साथ सहसंबंध िकया है I ओकांनेल [4] ने �ांटम गु��ाकष�ण बलो ं

�ारा गु��ीय िनपात के रोकथाम की संभावना को दशा�या है I माहे�री और गोख� [5], [6], [7], [8], [9] ने दाबव घन� 

जिनत िभ� – िभ� प�र��िथयो ंम� िविभ� दू�रक से संबंिधत गु��ीय िनपात, िविचत्रताओ ंएवं कृ� िछद्र का िव�ृत 

अ�यन िकया है I माहे�री और गोख� [10] ने अचर घन� के साथ आवेश के पे्ररण �ारा गु��ीय िनपात के रोकथाम 

की संभावना को दशा�या है I  

          वत�मान शोध पत्र म� पूण� द्रव, आवेश और चर घन� से भरे �ए बड़े व साथ ही छोटे गोलाकार समिमत िपंडो ंके 

गु��ीय िनपात को रोकने की संभावनाओ ंपर चचा� की गई है I  यहाँ  घन�  की  िभ�ता  को या���क  �प  से 
2

21C
r
R

ρ ρ
 

= − 
 

 िलया गया है, जहाँ Cρ  गोलाकार िपंड के क� द्र पर घन� है और उसके बाद जैसे - जैसे हम 

गोलाकार िपंड की सीमा की ओर बढते ह�, घन� कम होता जाता है I   

 

आंत�रक िदक् एवं काल 

वै�ा और िटकेकर [11] ने दशा�या है िक दूरीक    
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लगभग 3.5 M  के कुल द्र�मान के साथ एक अित सघन तारे के आ��रक भाग  का  प्रितिनिध�  कर  सकती  है I 

यिद द्र�मान इससे अिधक होता है, तो संतुलन संभव नही ंहोने की वजह से गु��ीय िनपात होने की प्रबल स�ावना 

होगी I 

           उपरो� दूरीक (1) म� कुछ प�रवत�न करने पर वै� और पटेल [12] ने दूरीक    
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 fy;k x;k gS] tgk¡ xksykdkj fiaM ds dsaæ ij ?kuRo gS vkSj mlds ckn 
tSls & tSls ge xksykdkj fiaM dh lhek dh vksj c<rs gSa] ?kuRo de gksrk tkrk gSA

vkarfjd fnd~ ,oa dky

oS|k vkSj fVdsdj [11] us n'kkZ;k gS fd nwjhd
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 		  	  ----- ¼1½

yxHkx 3-5 M ds dqy æO;eku ds lkFk ,d vfr l?ku rkjs ds vkUrfjd Hkkx dk çfrfuf/kRo 
dj ldrh gSA

;fn æO;eku blls vf/kd gksrk gS] rks larqyu laHko ugha gksus dh otg ls xq#Roh; fuikr gksus dh 
çcy lEHkkouk gksxhA

mijksä nwjhd ¼1½ esa dqN ifjorZu djus ij oS| vkSj iVsy [12] us nwjhd
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 		  	  ----- ¼2½

çkIr dh] tks xksykdkj :i ls lefer fnd~ ,oa dky dks n'kkZrk gS ftlesa 

 3 

प्रा� की, जो गोलाकार �प से समिमत िदक् एवं काल को दशा�ता है िजसम� 2

2
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R
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b और R  गोलाकार 3 - �ेस 0=dt  के समीकरण 
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           उपरो� दूरीक  (2) ओपेनहाइमर - �ाइडर  दूरीक  का एक �� सामा�ीकरण है I 

 

�ेत्र समीकरणो ंका समाधान 
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         समीकरणो ं(3), (4) व (5) को समीकरणो ं(17), (18) व (19) के साथ संयोिजत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� 
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           साथ ही, समीकरण (20) से यह देखा जा सकता है िक  
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अथा�त दाब p मूल िबंदु से सीमा तक बढता है I  

           यहाँ व इसके प�ात्  ‘' ʼ का िच� ‘ r ʼ के सापे� अवकलन को इंिगत करता है I  

           साथ ही, यिद 0=r  हो, तो 08 =′pπ , अथा�त क� द्र पर दाब अचर तथा �ूनतम है व क� द्र से दूर जाने पर यह 

बढता जाता है I अत: इस प�र�� म� गु��ीय िनपात की प�रक�ना नही ंकी जा सकती है I  

          समीकरण (22) म� 0=k  प्रितस्थािपत करने पर 0=σ  प्रा� होता है व उपरो� हल ओपेनहाइमर - �ाइडर 

हल म� प�रवित�त हो जाता है I   

          साथ ही, समीकरणो ं(20), (21) व (22)  म� R  को अचर लेने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�:  
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           समीकरण (24) म� rR >>  लेने पर हम� p>>σ  के �प म�  एक मह�पूण� प�रणाम प्रा� होता है I यह 

दशा�ता है िक जैसे - जैसे िपंड बड़ा होता जा रहा है, दाबको रोकने हेतु आवेश की श�� भी तेजी से बढ रही है I अत: 

आवेश का िव�मान होना बड़े िपंडो ंके गु��ीय िनपात को रोकने म� मह�पूण� भूिमका िनभाता है I पर�ु, छोटे िपंडो ंहेतु 

यही कथन िनि�तता के साथ नही ंकहा जा सकता I इसिलए, िवशेष �प से छोटे िपंडो ंहेतु चर घन� की भूिमका जानना 

ब�त मह�पूण� हो जाता है I  
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 
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           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

çkIr gksrk gSA vFkkZr dsaæ ij 
nkc /kukRed gSA

 	 lehdj.kksa ¼21½] ¼24½ o ¼25½ esa ] R = 1 çfrLFkkfir djus ij gesa fuEu ifj.kke çkIr gksrs gSa%



vfuy ekgs'ojh  ,oa ,e- ds- xks[k:] Þvkos'k ds çsj.k o pj ?kuRo }kjk xksykdkj :i ls lefer fiaM ds xq#Roh;-----ß

19;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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      … (28) 

           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

				     ----- ¼26½
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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      … (28) 

           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

		   		   ----- ¼27½

o	
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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      … (28) 

           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

 	         ----- ¼28½

 	 vc] xksykdkj fiaM ds dsaæ vFkkZr r = 0  ij lehdj.k ¼26½ }kjk 
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

 çkIr gksrk 
gS] ftls k < 0  ds lkFk gy djus ij fuEu egRoiw.kZ vlfedk çkIr gksrh gS%
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
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           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

							        ----- ¼29½

xksykdkj fiaM dh lhek ij vFkkZr r = R = 1 ij] lehdj.k ¼26½ }kjk k = 6 çkIr gksrk gS] tks 
k < 0  dh otg ls laHko ugha gSA vr% ;g Li"V gS fd pj ?kuRo] tks xksykdkj fiaM ds dsaæ ls lhek 
rd tkus ij yxkrkj ?kV jgk gS] iw.kZ :i ls 'kwU; ugha gksxkA

lkFk gh] lehdj.k ¼21½ k = 0 esa çfrLFkkfir djus ij gesa r = 0.29R  çkIr gksrk gSA vr%  
k < 0 ds lkFk & lkFk vlfedk ¼29½ dks /;ku esa j[krs gq, fuEu vlfedk dks vf/kjksfir djuk vko';d 
gS%

 6 

           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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      … (28) 

           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

							        ----- ¼30½

 	 vc] ge k  ds fofHkUu _.kkRed eku] tks fd k = 0  ds cgqr utnhd vFkok nwj gSa ds lkFk & 

lkFk 
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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      … (28) 

           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

 dh vyx & vyx fLFkfr;ksa ij fopkj djrs gSa%

fLFkfr & 1% 	 lehdj.kksa ¼27½ o ¼28½ esa k = -1  çfrLFkkfir djus ij gesa fuEu ifj.kke çkIr gksrs 

		  gSa% 
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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      … (28) 

           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

 vFkkZr 
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

 o æO;eku ¾ 0-0661M

fLFkfr & 2% 	 lehdj.kksa ¼27½ o ¼28½ esa k = -0.01  çfrLFkkfir djus ij gesa fuEu ifj.kke çkIr gksrs  

		  gSa% 
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

vFkkZr 
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           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 
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           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

 o æO;eku ¾ 0-0214 M

fLFkfr & 3% 	 lehdj.kksa ¼27½ o ¼28½ esa k = -0.01  çfrLFkkfir djus ij gesa fuEu ifj.kke çkIr  

		  gksrs gSa% 
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         1.4962 1.4966
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0118 M 

 

उपरो� तीनो ं�स्थितयो ंको नीचे लेखािचत्र �ारा दशा�या गया है I   

 

 

शोध पत्र म� प्रयकु्त अंगे्रज़ी शब्द� क� समानाथर्क �हदं� शब्दावल� 
Alphabetically sorted terminology 

in English 
वणर्माला अनुक्र�मत �हदं� शब्दावल� 

Gravitational Collapse गु��ीय िनपात 

Charge आवेश 

Variable Density चर घन� 

Pressure दाब 

Mass द्र�मान 

Induction पे्ररण 

Space - Time िदक् - काल  

Field Equation �ेत्र समीकरण 

 

  vFkkZr 

 6 

           साथ ही, समीकरण (24) म� 0=r  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0>
p
σ

 प्रा� होता है I अथा�त क� द्र पर 

दाबधना�क है I       

           समीकरणो ं(21), (24) व (25)  म� 1=R  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

  ( )
2

2
2 2

(1 )(6 )8 1
2(1 )C

k krr
kr

π ρ − −
− =

−
,         … (26) 

1)2(
)1(86

2

2

−−
−

=
k

k
kr

kr
p

πσ
          … (27)  

व  
2 2

2 2 22

3 ( 1) (1 )(6 )1
16 (1 )8 (1 )C

k kr k kr
R krkr

σ ρ
ππ

  − − −
+ − = +  −− 

      … (28) 

           अब, गोलाकार िपंड के क� द्र अथा�त 0r =  पर समीकरण (26) �ारा 1 8.373 Ck ρ= −  प्रा� होता है, िजसे 

0k <  के साथ हल करने पर िन� मह�पूण� असिमका प्रा� होती है: 

0.119Cρ >               … (29)   

           गोलाकार िपंड की सीमा पर अथा�त 1r R= =  पर, समीकरण (26) �ारा 6k =  प्रा� होता है, जो 0k <  की 

वजह से संभव नही ंहै I अत: यह �� है िक चर घन�, जो गोलाकार िपंड के क� द्र से सीमा तक जाने पर लगातार घट रहा 

है, पूण� �प से शू� नही ंहोगा I        

           साथ ही, समीकरण (21) म� 0k =  प्रितस्थािपत करने पर हम� 0.29r R≅  प्रा� होता है I अत: 0k <  के   

साथ - साथ असिमका (29) को �ान म� रखते �ए िन� असिमका को अिधरोिपत करना आव�क है: 

   0.29r R<            … (30) 

           अब, हम k  के िविभ� ऋणा�क मान, जो िक 0=k  के ब�त नजदीक अथवा दूर ह� के साथ - साथ 

0 ; 1
4
Rr R≤ ≤ = की अलग - अलग �स्थितयो ंपर िवचार करते ह�:        

   

�स्थित - 1:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 1−=k  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         10.6321 10.9542
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0661 M 

 

�स्थित - 2:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.1k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

         4.5335 4.5476
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0214 M 

 

�स्थित - 3:      समीकरणो ं(27) व (28) म� 0.01k = −  प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

 o æO;eku ¾ 0-0118 M
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mijksä rhuksa fLFkfr;ksa dks uhps ys[kkfp= }kjk 
n'kkZ;k x;k gSA

'kks/k i= esa ç;qä vaxzsth 'kCnksa dh lekukFkZd 
fganh 'kCnkoyh

A l p h a b e t i c a l l y 
sorted terminology 
in English

o.kZekyk vuqØfer fganh 
'kCnkoyh

G r a v i t a t i o n a l  
Collapse

xq#Roh; fuikr

Charge vkos'k
Variable Density pj ?kuRo
Pressure nkc
Mass æO;eku
Induction çsj.k
Space - Time fnd~ & dky
Field Equation {ks= lehdj.k

fu"d"kZ

mijksä fo'ys"k.k esa] cM+s o lkFk gh NksVs 
vkosf'kr fiaMksa ds xq#Roh; fuikr dh jksdFkke dks 
çnf'kZr djus okys ,d fun'kZ dk v/;;u fd;k 
x;k gSA lehdj.kksa ¼27½] ¼28½ o mu ij vk/kkfjr 
rhu fLFkfr;ksa dk vkdyu djus ij ;g Li"V gS 
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         1.4962 1.4966
p
σ

≤ ≤   अथा�त  p>σ  व द्र�मान  =  0.0118 M 

 

उपरो� तीनो ं�स्थितयो ंको नीचे लेखािचत्र �ारा दशा�या गया है I   

 

 

शोध पत्र म� प्रयकु्त अंगे्रज़ी शब्द� क� समानाथर्क �हदं� शब्दावल� 
Alphabetically sorted terminology 

in English 
वणर्माला अनुक्र�मत �हदं� शब्दावल� 

Gravitational Collapse गु��ीय िनपात 

Charge आवेश 

Variable Density चर घन� 

Pressure दाब 

Mass द्र�मान 

Induction पे्ररण 

Space - Time िदक् - काल  

Field Equation �ेत्र समीकरण 

 

fd K ds fofHkUu _.kkRed ekuksa ds fy,] fofHkUu 
æO;eku okys fiaM vkos'k }kjk nkc dks jksdus dh 
otg ls fLFkj gSaA ekgs'ojh vkSj xks[k: [10] us 
vf/kd æO;eku okys fiaMksa ds fy, vpj ?kuRo 
ds lkFk vkos'k ds çsj.k }kjk xq#Roh; fuikr ds 
jksdFkke dh laHkkouk dks n'kkZ;k gS] tcfd orZeku 
v/;;u esa vpj ?kuRo ds LFkku ij pj ?kuRo ysus 
ij mijksä rhuksa fLFkfr;ksa esa çkIr }kjk 

 4 

गोलाकार समिमतता के कारण �ेत्र प्रिदश ijF  के अलु� घटको ंके �प म� िसफ�  14 14F F= −  ह� I यह दशा�ता है िक 
i
jE  के अशू� घटक िन� प्रकार ह�:   

    2
14

44113
3

2
2

4
4

1
1 )(

2
1 FggEEEE −=−=−== ,             … (11) 

जहाँ टोलमन [13] �ारा 14F  िन� प्रकार िदया गया है: 

  2
142

1

14
4411 )()( gJgFgg

dr
d

−=



 −− ,        … (12) 

िजसम�    2

2
4

1
1

k
r

R
J

−
−

=
σ

          … (13) 

िलया गया है I 
4J  का मान समीकरण (12) म� प्रितस्थािपत करने पर 14F  का िन� मान प्रा� होता है:  

  2

2

14 1
1

3 r
krrRF
−
−

=
σ

           … (14) 

अत: समीकरण (11) से हम� िन� प�रणाम प्रा� होता है: 

  
18

22
3
3

2
2

4
4

1
1

rEEEE σ
=−=−== ,                     … (15) 

जहाँ σ  आवेश का घन� है I  

    समीकरणो ं(6), (9) व (15) के संयोजन से हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

  
2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4
1 2 3 4 2, , 1

18 18 18C
r r r rT p T T p T

R
σ σ σρ

 
= − + = = − − = − + 

 
    … (16) 

समीकरण (16) को समीकरणो ं(3), (4) व (5) म� प्रितस्थािपत करने पर हम� िन� प�रणाम प्रा� होते ह�: 

  
9

48
22

1
1

rpG πσπ −= ,           … (17) 

  
9

48
22

3
3

2
2

rpGG πσπ +==          … (18) 

व  
2 2 2

4
4 2

48 1
9C

r rG
R

πσπ ρ
 

= − − − 
 

        … (19) 

साथ ही, समीकरण (16) से हम�  0
9

22
2

2
1

1 >=−
rTT σ

 प्रा� होता है अथा�त्  01
1

2
2 >−GG  

          इस प्रकार, समीकरणो ं (3) व (4) का उपयोग करके 0)1( >−− kk  प्रा� होता है, जो तभी संभव है, जब   

0<k  अथवा 1>k  हो I 

           पर�ु, 2

2

1
R
bk −=  के फल��प 1>k  संभव नही ंहै I अत: उपरो� से 0<k  प्रा� होता है I 

>P ;g 
n'kkZ;k x;k gS fd de æO;eku okys fiaMksa esa Hkh 
vkos'k ds çsj.k }kjk xq#Roh; fuikr dh jksdFkke 
laHko gSA
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lkjka'k

bl 'kks/k i= dk mís'; xq.ku – T lgekud ds lUnHkZ esa çfr & vLQqV mioy; ¼Anti – Fuzzy 
Subring½ dh vo/kkj.kk ls ikBdksa dks ifjfpr djkuk gS A blds vfrfjä] bl 'kks/k i= esa çfr & vLQqV 
mioy; dh xq.ku – T lgekud lUnHkZ esa nh x;h ifjHkk"kk dk fo'ys"k.k fd;k x;k gS rFkk lekdkfjrk 
ds dqN çes; Hkh çfrikfnr fd;s x, gS A var esa çfr & vLQqV mioy; ds xq.ku ¼*½ dh vo/kkj.kk dks 
çfrikfnr fd;k x;k gS rFkk blls lEcaf/kr dqN çes; Hkh fn, x, gSa A

Abstract
The motivation of this work is to make acquainted to the readers with the notion of anti-fuzzy 

subring of a ring under product T- conorm. Apart from this, analysis of the definition of anti-fuzzy 
subring with special reference to product of T-conorm has been carried out in this research paper 
and some theories are derived with a few results on homomorphism. At the end, we have proposed 
the concept of product (*) of anti-fuzzy subring along with some related theorems.

eq[; 'kCn % vLQqV mioy;] çfr & vLQqV mioy;] çfr & vLQqV mioy; dk xq.ku] çfr & 
vLQqV mioy; dh lekdkfjrk

Keywords: Fuzzy Subring, Anti-fuzzy Subring, Product of Anti-fuzzy Subring, Homomorphism 
of Anti-fuzzy Subrings

ifjp;

vLQqV leqPp; dh ifjdYiuk loZçFke tknsg [1] us dh Fkh A bl ifjdYiuk ds i'pkr ls gh bldk 
ç;ksx fofo/k {ks=ksa esa rsth ls c< + jgk gS A lewg fl)kar ¼Group Theory½ ds {ks= esa vLQqV leqPp; dk 
ç;ksx loZçFke jkslsuQsYM [2] us fd;k rFkk lkFk gh fdlh lewg ds vLQqV milewg dh vo/kkj.kk dks 
çfrikfnr fd;k A bl dk;Z ds i'pkr vLQqV fl)kar ¼Fuzzy Theory½ ds {ks= esa Økafrdkjh ifjorZu 
–f"Vxr gq, rFkk vLQqVhdj.k ¼Fuzzification½ dh çfØ;k esa rsth vkbZ A dkykUrj esa] fy;wa [7] us vLQqV 
mioy; ¼Fuzzy Subring½ rFkk vLQqV xq.ktkoyh ¼Fuzzy Ideal½ dh vo/kkj.kk dks çfrikfnr fd;k A 
blds i'pkr] vusdksa 'kks/kdrkZvksa nhf{kr [8]] eq[kthZ ,oa vU; [10] rFkk flag [5] us vLQqV mioy; 
rFkk vLQqV xq.ktkoyh ds dbZ igyqvksa dh foospuk dh A bl 'kks/k i= esa geus vkte ,oa vU; [9] }kjk 
nh x;h çfr & vLQqV mioy; dh vo/kkj.kk dks ifj"—r fd;k gSa rFkk ;g çnf'kZr fd;k gS fd gekjs  
}kjk nh x;h vo/kkj.kk vkte }kjk nh x;h vo/kkj.kk ls vf/kd vkd"kZd gS A geus xq.ku  T- lgekud 
ds lUnHkZ esa çfr & vLQqV mioy; ij vk/kkfjr dqN çes; Hkh çfrikfnr fd;s gSa A
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ifjp;kRed

ifjHkk"kk 1 [7] ekuk fd R nks f}vk/kkjh lafØ;kvksa ¼ + ½ vkSj ¼.½ ds lkis{k ,d oy; gS rFkk P] R 
dk ,d vLQqV mileqPp; gS rc P dks R dk ,d vLQqV mioy; dgrs gS ;fn P f}vk/kkjh lafØ;k  
¼ +½ ds fy, vLQqV milewg ¼Fuzzy Subgroup½ gks rFkk P f}vk/kkjh lafØ;k ¼.½ ds fy, vLQqV 
milewgkHk ¼Fuzzy Subgroupoid½ gks A vFkkZRk~]

(i) P(u + v)≥min{P(u),P(v)},  ∀ u,v ∈ R

(ii) P(-u)≥P(u),  ∀ u ∈ R

(iii) P(uv)≥min{P(u),P(v)},  ∀ u,v ∈ R

ifjHkk"kk 2 [9] ekuk fd R nks f}vk/kkjh lafØ;kvksa ¼ + ½ vkSj ¼.½ ds lkis{k ,d oy; gS rFkk P] R 
dk ,d vLQqV mileqPp; gS rc P dks R dk ,d çfr & vLQqV mioy; dgrs gS ;fn fuEu 'krksaZ 
dk ikyu gksrk gks %&

(i) P(u + v) ≤ max{P(u),P(v)},  ∀ u,v ∈ R

(ii) P(-u) ≤ P(u),  ∀ u ∈ R

(iii) P(uv) ≤ max{P(u),P(v)},  ∀ u,v ∈ R

xq.ku T- lgekud ds lUnHkZ esa çfr & vLQqV mioy; dh vo/kkj.kk

ifjHkk"kk 3 ekuk fd R nks f}vk/kkjh lafØ;kvksa ¼ + ½ vkSj ¼.½ ds lkis{k ,d oy; gS rFkk P] R dk ,d 
vLQqV mileqPp; gS rc P dks R dk ,d çfr & vLQqV mioy; dgrs gS ;fn fuEu 'krksaZ dk ikyu 
gksrk gks %&

(i) P(u + v) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v),  ∀ u,v ∈ R

(ii) P(-u) ≤ P(u),  ∀ u∈ R

(iii) P(uv) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v),  ∀ u,v ∈ R

mijksä nksuksa ifjHkk"kkvksa ds lUnHkZ esa gekjk dFku ;g gS fd ;fn P ifjHkk"kk 2 ds vFkZ esa ,d çfr 
& vLQqV mioy; gS rks ifjHkk"kk 3 ds vFkZ esa Hkh ,d çfr & vLQqV mioy; gS fdUrq blds foijhr 
;g vko';d ugha gS A

ekuk fd ifjHkk"kk 2 esa P] R dk ,d çfr & vLQqV mioy; gS rc gekjs ikl gS %&

P(u + v) ≤ max{P(u),  P(v)} ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v),  ∀ u,v ∈ R

P(uv) ≤ max{P(u),  P(v)} ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v),  ∀ u,v ∈ R

bl çdkj ge ;g dg ldrs gSa fd ifjHkk"kk 3 ds rgr P] R dk ,d çfr & vLQqV mioy; gSa 
fdUrq lkekU; :i esa P(u) + P(v) - P(u)P(v) ≰ max{P(u),P(v)} lnSo lR; ugha gS A vr% ;g fu"d"kZ 
fudyk tk ldrk gS fd ifjHkk"kk 3] ifjHkk"kk 2 ls vf/kd O;kid gS A
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mijksä vo/kkj.kk ij vk/kkfjr dqN çes;

çes; 1 ekuk fd vLQqV mileqPp; P] oy; ¼R, + , .½ dk ,d çfr & vLQqV mioy; gS rc 
fuEufyf[kr dFku lR; gS %&

(i) P(-u)=P(u),  ∀ u∈ R

(ii) P(0) ≤ 2P(u)-[P(u)]2, ∀ u ∈ R

(iii) P(u-v) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v),  ∀ u,v ∈ R

çek.k % (i) ekuk fd vLQqV mileqPp; P] oy; ¼R, + , .½ dk ,d çfr & vLQqV mioy; gS rc 
gekjs ikl gS %&

P(-u) ≤ P(u)

vkSj P(-(-u)) ≤ P(-u)
i.e.,  P(u) ≤ P(-u)
∴ P(-u)=P(u),  ∀ u ∈ R

(ii)     P(u-u)=P(u + (-u))
 =P(u) + P(-u) - P(u)P(-u)
 =P(u) + P(u)—P(u)P(u)
 =2P(u)-[P(u)]2

i.e.,  P(0) ≤ 2P(u)-[P(u)]2, ∀ u ∈ R
(iii)  P(u-v)=P(u + (-v))

  ≤ P(u) + P(-v) - P(u)P(-v)
 =P(u) + P(v) - P(u)P(v)

i.e.,  P(u-v) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v),  ∀ u,v ∈ R

çes; 2& ;fn ¼R, + , .½ ,d oy; gks rFkk P] R dk vLQqV mileqPp; gks] rks P dks R dk ,d 
çfr & vLQqV mioy; dgrs gS ;fn

∀ u,v∈ R, P(u-v) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v) vkSj P(uv) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v) ds lkFk P(0)=0

çek.k % ekuk fd ¼R, + , -½ ,d oy; gS rFkk P] R dk vLQqV mileqPp; bl çdkj ls gS fd

P(u-v) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v),  ∀ u,v∈ R …..(i)

vkSj P(uv) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v),  ∀ u,v∈ R ds lkFk P(0)=0

lehdj.k ¼i½ ls

 P(0-u) ≤ P(0) + P(u) - P(0)P(u)
 =0 + P(u)-0∙P(u)
 =P(u)
i.e.,  P(-u) ≤ P(u),  ∀ u ∈ R
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blds vfrfjä ∀ u] v ∈ R] gekjs ikl gS

P(u + v)=P(u-(-v))

  ≤ P(u) + P(-v) - P(u)P(-v)

  ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v)

i.e.,  P(u + v) ≤ P(u) + P(v) - P(u)P(v)

vr% P] R dk çfr & vLQqV mioy; gS A

çes; 3 ;fn 𝑓 oy; R ls R' ij ,d lekdkfjrk gS rFkk P o Q Øe'k% R vkSj R' ds çfr & 
vLQqV mioy; gS rks 𝑓-1 (Q)] R dk çfr & vLQqV mioy; gksxk A

çek.k % ekuk 𝑓 oy; R ls R' ij ,d lekdkfjrk gS rFkk P o Q Øe'k% R vkSj R' ds çfr & 
vLQqV mioy; gS rFkk

∀ u,v ∈ R rks u + v,  uv ∈ R vkSj 𝑓(u), 𝑓(v), 𝑓(u + v), 𝑓(uv)∈ R'.

vc gekjs ikl gS %

(𝑓-1 (Q))(u + v)=Q(𝑓(u + v))

=Q(𝑓(u) + 𝑓(v)) ¼𝑓 ,d lekdkfjrk gS½

 ≤ Q(𝑓(u)) + Q(𝑓(v))-Q(𝑓(u))Q(𝑓(v))

		  ¼Q çfr & vLQqV mioy; gS½

 =(𝑓-1 (Q))(u) + (𝑓-1 (Q))(v)-(𝑓-1 (Q))(u)(𝑓-1 (Q))(v)
i.e.,  (𝑓-1 (Q))(u + v) ≤ (𝑓-1 (Q))(u) + (𝑓-1 (Q))(v)-(𝑓-1 (Q))(u)(𝑓-1 (Q))(v)

vkSj (𝑓-1 (Q))(-u)=Q(𝑓(-u))

 =Q(-𝑓(u)) ¼ 𝑓 ,d lekdkfjrk gS½

≤ Q(𝑓(u)) ¼Q çfr & vLQqV mioy; gS½

=(𝑓-1 (Q))(u)
i.e.,  (𝑓-1 (Q))(-u) ≤ (𝑓-1 (Q))(u)

varr% gekjs ikl gS

(f-1 (Q))(uv)=Q(f(uv))

=Q(f(u)∙f(v))           ¼ 𝑓 ,d lekdkfjrk gS½                         
≤Q(f(u)) + Q(f(v))-Q(f(u))Q(f(v))     

                  ¼Q çfr & vLQqV mioy; gS½

   =(f-1 (Q))(u) + (f-1 (Q))(v)-(f-1(Q))(u)(f-1(Q))(v)
i.e., (f-1(Q))(uv)≤(f-1(Q))(u) + (f-1(Q))(v)-(f-1(Q))(u)(f-1(Q))(v)
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vr% 𝑓-1 ¼Q½] R dk çfr & vLQqV mioy; gS A

çfr & vLQqV mioy; ds xq.kd ¼*½

ifjHkk"kk 4 ekuk fd ¼R, + , .½ ,d oy; gS rFkk P ,oa Q] oy; R ds çfr & vLQqV mioy; gS] 
rc ge nks çfr & vLQqV mioy; P vkSj Q ds xq.kd ¼*½ dks bl çdkj ifjHkkf"kr djrs gS %&

(P * Q)(x)=P(x) + Q(x)-P(x)Q(x),∀ x ∈ R
mijksä çfr & vLQqV mioy;ksa ds xq.kd ds fopkj ds vk/kkj ij dqN jkspd ifj.kke LFkkfir djrs gSaA

çes; 4 ;g çekf.kr djsa fd Þnks çfr & vLQqV mioy;ksa dk xq.kd iqu% ,d çfr & vLQqV mioy; 
gksrk gS Aß

çek.k %  ekuk fd P ,oa Q] oy; R ds dksbZ nks çfr & vLQqV mioy; gS rc

∀u,v∈ R : ifjHkk"kk 4 ds vuqlkj gekjs ikl gS %&

 (P*Q)(u + v)=P(u + v) + Q(u + v)-P(u + v)Q(u + v)
                      ≤[P(u) + P(v)-P(u)P(v)] + [Q(u) + Q(v)-Q(u)Q(v)]-  
                    [(P(u) + P(v)- P(u)P(v))(Q(u) + Q(v)-Q(u)Q(v))]  
                      =[P(u) + Q(u)-P(u)Q(u)] + [P(v) + Q(v)-P(v)Q(v)]- 
                     [(P(u) + Q(u)-P(u)Q(u))(P(v) + Q(v)-P(v)Q(v))]   
                      =(P*Q)(u) + (P*Q)(v)-(P*Q)(u)(P*Q)(v)
i.e., (P*Q)(u + v)≤(P*Q)(u) + (P*Q)(v)-(P*Q)(u)(P*Q)(v)

,oa

 (P*Q)(-u)=P(-u) + Q(-u)-P(-u)Q(-u)
                       ≤P(u) + Q(u)-P(u)Q(u)
                       =(P*Q)(u)
i.e., (P*Q)(-u)≤(P*Q)(u)

varr% gekjs ikl gS

   (P*Q)(uv)=P(uv) + Q(uv)-P(uv)Q(uv)
                     ≤[P(u) + P(v)-P(u)P(v)] + [Q(u) + Q(v)-Q(u)Q(v)]-  
                          [(P(u) + P(v)- P(u)P(v))(Q(u) + Q(v)-Q(u)Q(v))]  
                      =[P(u) + Q(u)-P(u)Q(u)] + [P(v) + Q(v)-P(v)Q(v)]- 
                         [(P(u) + Q(u)-P(u)Q(u))(P(v) + Q(v)-P(v)Q(v))]   
                               =(P*Q)(u) + (P*Q)(v)-(P*Q)(u)(P*Q)(v)

i.e., (P*Q)(uv)≤(P*Q)(u) + (P*Q)(v)-(P*Q)(u)(P*Q)(v)

blls ;g çekf.kr gksrk gS fd nks çfr & vLQqV mioy;ksa dk xq.kd iqu% ,d çfr & vLQqV 
mioy; gksrk gS A
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çes; 5& ;fn P] Q ,oa R ,d oy; S ds çfr & vLQqV mioy; gS] rks çfr & vLQqV mioy;ksa ds 
}kjk n'kkZ;k x;k xq.ku ¼*½ lkgp;Z ,oa Øefofues; xq.k/keZ dk ikyu djrk gS A

çek.k % ekuk fd S ,d oy; gS vkSj P] Q ,oa R oy; S ds çfr & vLQqV mioy; gS rks

∀ u]∈S] ifjHkk"kk 4 ds vuqlkj gekjs ikl gS %&

 [P*(Q*R)](u)=P(u) + (Q*R)(u)-P(u)(Q*R)(u)

                               =P(u) + Q(u) + R(u)-Q(u)R(u)-P(u)[Q(u) + R(u)-Q(u)R(u)]

                            =P(u) + Q(u) + R(u)-Q(u)R(u)-P(u)Q(u)  – P(u)R(u) + P(u)Q(u)R(u)

                            =P(u) + Q(u)-P(u)Q(u) + R(u)-(P(u) + Q(u)-P(u)Q(u))R(u)

                            =(P*Q)(u) + R(u)-(P*Q)(u)R(u)

                            =[(P*Q)*R](u)

 ∴[P*(Q*R)](u)=[(P*Q)*R](u)

i.e.,  [P*(Q*R)]=[(P*Q)*R]

vr% oy; S ds çfr & vLQqV mioy;ksa ds }kjk n'kkZ;k x;k xq.ku ¼*½ lkgp;Z xq.k/keZ dk ikyu 
djrk gS A

varr% gekjs ikl gS

(P*Q)(u)=P(u) + Q(u)-P(u)Q(u)   vkSj  (Q*P)(u)=Q(u) + P(u)-Q(u)P(u)

pw¡fd P(u) ,oa Q(u) lao`Ùk varjky [0,1] esa la[;k,¡ gS] vr%

  P(u) + Q(u)-P(u).Q(u)=Q(u) + P(u)-Q(u).P(u)

 ∴(P*Q)(u)=(Q*P)(u)

 ⟹P*Q=Q*P

vr% oy; S ds çfr & vLQqV mioy;ksa ds }kjk n'kkZ;k x;k xq.ku ¼*½ Øefofues; xq.k/keZ dk ikyu 
djrk gS A

vfHkLoh—fr

ys[kd lathr dqekj; oSKkfud vkSj vkS|ksfxd vuqlU/kku ifj"kn~] ubZ fnYyh dks ofj"B vuqla/kku 
v/;srko`fr çnku djus ds fy, /kU;okn Kkfir djrs gS A

'kks/k i= esa ç;qä vaxzsth 'kCnksa dh lekukFkZd fganh 'kCnkoyh

Alphabetically sorted terminology in English o.kZekyk vuqØfer fganh 'kCnkoyh
Anti - Fuzzy subring çfr & vLQqV mioy;
Conorm lgekud
Homomorphism lekdkfjrk
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Fuzzification vLQqVhdj.k
Fuzzy group vLQqV lewg
Fuzzy groupoid vLQqV lewgkHk
Fuzzy ideal vLQqV xq.ktkoyh
Fuzzy ring vLQqV oy;
Fuzzy set vLQqV leqPP;
Fuzzy theory vLQqV fl)kar
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lkjka'k

xkek Qyuksa ds lanHkZ esa O;ä ;ksx ds lkFk lkekU;h—r H̅&Qyu dh ladyu J`a[kyk dh mi;ksfxrk 
xf.kr] HkkSfrdh] bathfu;fjax vkSj lkaf[;dh lfgr fofHkUu {ks=ksa esa blds laHkkfor vuqç;ksxksa esa fufgr gSA 
bl 'kks/k i= esa crk;k x;k gS fd ,slh ladyu J`a[kyk dSls mi;ksxh gks ldrh gSA fof'k"V Qyuksa ls 
tqM+h tfVy xf.krh; leL;kvksa dks gy djus ds fy, xf.krh; fo'ys"k.k ewY;oku Hkwfedk vnk djrk gSA  
'kks/kdrkZ vkSj xf.krK bl ladyu J`a[kyk dk mi;ksx ubZ loZlfedk,¡ O;qfRir djus] lekdyksa dk 
ewY;kadu djus vkSj vody lehdj.kksa dks gy djus ds fy, dj ldrs gSaA HkkSfrdh esa dbZ HkkSfrd 
?kVukvksa dk o.kZu vody lehdj.kksa }kjk fd;k tkrk gS ftuesa H̅&Qyu tSls fof'k"V Qyu 'kkfey 
gksrs gSaA dq'ky ladyu J`a[kyk gksus ls bu lehdj.kksa dks gy djus vkSj HkkSfrd ç.kkfy;ksa dks lVhd 
:i ls e‚Mfyax djus esa lgk;rk fey ldrh gSA ;g DokaVe ;kaf=dh] lkaf[;dh; ;kaf=dh vkSj fo|qr 
pqacdRo esa fo'ks"k :i ls mi;ksxh gks ldrk gSA bathfu;jksa dks vDlj xf.krh; e‚My dk lkeuk djuk 
iM+rk gS ftlesa flLVe fMtkbu djus vkSj MsVk dk fo'ys"k.k djus tSls fof'k"V Qyu 'kkfey gksrs gSaA 
ladyu J`a[kyk x.kuk dks ljy cuk ldrh gS] ftlls bysDVª‚fud ifjiFk] ladsr çlalk/ku ,YxksfjFe vkSj 
fu;a=.k ç.kkyh tSls bathfu;fjax flLVe dks fMtkbu vkSj vuqdwfyr djuk vklku gks tkrk gSA fof'k"V 
Qyu] lkaf[;dh; forj.k vkSj laHkkO;rk fl)kar esa egRoiw.kZ Hkwfedk fuHkkrs gSaA xkek Qyu vH;kosnu ds 
lkFk H̅&Qyu dh ladyu J`a[kyk lkaf[;dhfonksa dks caVu ds xq.k çkIr djus] vk?kw.kksaZ dh x.kuk djus 
vkSj laHkkoukvksa dk vf/kd dq'kyrk ls ewY;kadu djus esa enn dj ldrh gSA la[;kRed x.kuk] fof'k"V 
Qyuksa dh x.kuk ds fy, dq'ky ,YxksfjFe la[;kRed fo'ys"k.k vkSj oSKkfud daI;wfVax esa vko';d gSaA 
ladyu J`a[kyk] H̅&Qyu vkSj lacaf/kr ek=kvksa ds ewY;kadu ds fy, rst vkSj lVhd dEI;wVs'kuy rjhdksa 
dks fodflr djus ds fy, ,d vk/kkj çnku djrk gSA f'k{kk vkSj vuqla/kku ds {ks= esa ;g ladyu fof'k"V 
Qyuksa vkSj muds vuqç;ksxksa esa #fp j[kus okys Nk=ksa] f'k{kdksa vkSj 'kks/kdrkZvksa ds fy, ,d ewY;oku 
lalk/ku ds :i esa dk;Z djrk gSA bldk mi;ksx lS)kafrd vo/kkj.kkvksa dk v/;;u djus] leL;kvksa 
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dks gy djus vkSj 'kq) vkSj O;kogkfjd xf.kr esa vkxs ds 'kks/k djus ds fy, fd;k tk ldrk gSA dqy 
feykdj] xkek Qyuksa ds lanHkZ esa O;ä ;ksx ds lkFk lkekU;h—r H̅& Qyu dh ladyu J`a[kyk dh 
mi;ksfxrk tfVy x.kukvksa dks ljy cukus] lS)kafrd fo'ys"k.k dh lqfo/kk çnku djus vkSj fofHkUu fo"k;ksa 
esa O;kogkfjd vuqç;ksxksa dks l{ke djus dh {kerk esa fufgr gSA bl 'kks/k i= esa lkekU;h—r H̅&Qyu 
dh ladyu J`a[kyk cukus dk ç;kl fd;k x;k gSA H̅&Qyu dh nks J`a[kykvksa dk lkjka'k fn;k x;k 
gSA fofHkUu fof/k;ksa dk mi;ksx fd;k x;k gS vkSj mUgsa rnuqlkj fofHkUu vuqHkkxksa esa fn;k x;k gSA dqN 
fo'ks"k jkspd ekeys vkSj iqujko`fÙk laca/k O;qfRir fd;s x, gSaA buesa ls dqN ifj.kke lkekU;hdj.k djrs 
gSaA lkekU;h—r H̅ &Qyu ftls Q‚Dl H̅&Qyu ds :i esa Hkh tkuk tkrk gS] ,d fo'ks"k Qyu gS tks 
vfrT;kferh; Qyu lfgr dbZ vU; fof'k"V Qyuksa dks lkekU;h—r djrk gSA 'kkfey çkpy dks fof'k"V 
cukus ds ifj.kkeLo:i] ;gka LFkkfir ifj.kke dbZ u, vkSj jkspd ifj.kke çnku djus okys egRoiw.kZ lw=ksa 
ds :i esa dk;Z djrs gSaA

Abstract

The utility of compiling summation series of generalized H̅-functions with the sum expressed 
in terms of gamma functions lies in its potential applications across various fields, including 
Mathematics, Physics, Engineering and Statistics. Here's how such a compilation could be useful. 
Mathematical Analysis provides valuable tools for solving complex mathematical problems 
involving Special Functions. Researchers and Mathematicians can use these summation series to 
derive new identities, evaluate integrals, and solve differential equations. In Physics, many physical 
phenomena are described by differential equations that involve special functions like H̅-functions. 
Having efficient summation series can aid in solving these equations and modelling physical systems 
accurately. This can be particularly useful in Quantum Mechanics, Statistical Mechanics and 
Electromagnetism. Engineers often encounter mathematical models that involve special functions 
when designing systems and analyzing data. The summation series can simplify calculations, 
making it easier to design and optimize engineering systems, such as electronic circuits, signal 
processing algorithms and control systems. Special Functions play a significant role in statistical 
distributions and probability theory. Summation series of H̅-functions with gamma function 
representations can help statisticians derive properties of distributions, calculate moments, and 
evaluate probabilities more efficiently. Numerical Computation Efficient algorithms for computing 
Special Functions are essential in Numerical Analysis and Scientific Computing. The compilation 
of summation series provides a basis for developing fast and accurate computational methods for 
evaluating H̅-Functions and related quantities. The compilation serves as a valuable resource for 
students, educators and researchers interested in Special Functions and their applications. It can 
be used for studying theoretical concepts, solving problems, and conducting further research in 
pure and applied Mathematics. Overall, the utility of compiling summation series of generalized 
H̅-functions with the sum expressed in terms of Gamma Functions lies in its ability to simplify 
complex calculations, facilitate theoretical analyses, and enable practical applications across 
various disciplines. In this paper an attempt has been made to construct a compilation of summation 
series of generalized H̅-Function, two series of H̅-Function are summed. Various methods are used 
and they are accordingly given in different sections. Some interesting special cases and recurrence 
relations are deduced. Some of these results generalize. The generalized H̅ -Function, also known 
as the Fox H̅-Function is a Special Function that generalizes several other Special Functions, 
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including the Hyper Geometric Function. As a result by specializing the parameter involved, the 
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vfrT;kferh; Qyu lfgr dbZ vU; fof'k"V Qyuksa dks lkekU;h—r djrk gSA H̅&Qyu dks H̅
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प�रचय 

सामान्यीकृत  𝐻𝐻𝐻𝐻�-फलन, िजसे फॉक्स 𝐻𝐻𝐻𝐻�-फलन के रूप म� भी जाना जाता है, एक �वशषे फलन है जो 

अ�तज्या�मतीय फलन स�हत कई अन्य �व�शष्ट फलन� को सामान्यीकृत करता है। 𝐻𝐻𝐻𝐻�-फलन को 

𝑯𝑯𝑯𝑯�𝑷𝑷𝑷𝑷,𝑸𝑸𝑸𝑸
𝑴𝑴𝑴𝑴,𝑵𝑵𝑵𝑵 द्वारा �नरू�पत �कया जाता है और मे�लन-बान्सर् समाकल द्वारा प�रभा�षत �कया जाता है। 

यह एक बहुचर फलन है जो चार मापदंड� m, n, p और q पर �नभर्र करता है [1]। 𝐻𝐻𝐻𝐻�-फलन का 

सामान्य रूप इस प्रकार �दया गया है 
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जहा ं𝜙𝜙𝜙𝜙�(𝜉𝜉𝜉𝜉) =  

M                          
∏   Γ (b j−β jξ)
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N
∏  
j=1

 �Γ(1−a j+α j ξ)�Aj

Q 
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j=M+1
�Γ (b j− β jξ)�B j  

P
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j=N+1
 Γ(a j−α jξ)
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िजसम� कुछ गामा फलन क� आं�शक शिक्तयां शा�मल ह�। यहाँ, और परेू शोध पत्र म� 
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 }kjk 
fu:fir fd;k tkrk gS vkSj esfyu&ckuZ~l lekdy }kjk ifjHkkf"kr fd;k tkrk gSA ;g ,d cgqpj Qyu gS 
tks pkj ekinaMksa m, n, p vkSj q ij fuHkZj djrk gS [1]A H̅&Qyu dk lkekU; :i bl çdkj fn;k x;k gS
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िजसम� कुछ गामा फलन क� आं�शक शिक्तयां शा�मल ह�। यहाँ, और परेू शोध पत्र म� 

 aj मे (j = I,..., P) और bj मे (j = I ,..., Q) सिम्मश्र सखं्याएँ ह�, 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗  ≥ 0 (𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, … ,𝑃𝑃𝑃𝑃),𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗  ≥ 0 (𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, … ,𝑄𝑄𝑄𝑄) 

ftlesa dqN xkek Qyu dh vkaf'kd 'kfä;ka 'kkfey gSaA ;gk¡] vkSj iwjs 'kks/k i= esa

aj es ¼j¾I]---]P½ vkSj bj es ¼j ¾ I ]---] Q½ lfEeJ la[;k,¡ gSa] αj ≥0 ¼j ¾1]…]P½] βj ≥0 ¼j¾1]…]Q½

¼lHkh 'kwU; ,d lkFk ugha½ ¼not all zero simultaneously½ vkSj ?kkrkad ¼exponents½ Ajes ¼j¾1]---]N½ 
vkSj Bj es çfriknd ¼j¾M +1]---]Q½ xSj&iw.kkaZd eku ys ldrs gSa ftUgsa ge ekudhdj.k mís';ksa ds fy, 
ldkjkRed ekurs gSaA ¼1½ esa leksPp dkYifud v{k Re ¼𝜉½ ¾0- bldk lVhd :i igys m)`r 'kks/k i=ksa 
esa ns[kk tk ldrk gSA tkfgj gS] tc ?kkrkad Aj es ¼j ¾1]---]N½ vkSj Bj es ?kkrkad ¼j ¾ M +1]---]Q½ bdkbZ 
ds cjkcj gS; rc H̅& Qyu lqçfl) Q‚Dl ds H & Qyu esa cny tkrk gSA

gekjs ikl gS

 
 

(सभी शनू्य एक साथ नह�ं) (not all zero simultaneously) और घातांक (exponents) Aj मे (j 

= 1,...,N) औरBj मे प्र�तपादक (j = M +1,...,Q) गरै-पणूा�क मान ले सकत े ह� िजन्ह� हम मानक�करण 

उद्देश्य� के �लए सकारात्मक मानत ेह�। (1) म� समोच्च काल्प�नक अ� है Re (𝜉𝜉𝜉𝜉) =0. इसका सट�क 

रूप पहले उद्धतृ शोध पत्रो म� देखा जा सकता है। जा�हर है, जब घातांक Aj मे (j = 1,...,N) और Bj मे 

घातांक (j = M +1,...,Q) इकाई के बराबर है;  तब 𝐻𝐻𝐻𝐻� - फलन सपु्र�सद्ध फ़ॉक्स के H - फलन म� बदल 

जाता है। 

हमारे पास है 
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� 

जहां फलन म� दा�हने हाथ क� ओर फॉक्स H- फलन है समीकरण (1) द्वारा �दए गए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के 

�लए प�रभा�षत पणूा�क भाग के पणूर् अ�भसरण के �लए �नम्न�ल�खत पयार्प्त िस्थ�तयाँ ह� । 

समीकरण  (1) बशुमनै और श्रीवास्तव द्वारा �दया गया है 

𝛺𝛺𝛺𝛺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀        
�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 +
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1     

𝑁𝑁𝑁𝑁             
�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1       

𝑄𝑄𝑄𝑄             

�𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 + 1     

𝑃𝑃𝑃𝑃              
�   𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 > 0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 1    

       … … … … … … … … … … . . … … . … (3) 

और                       |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧𝑧𝑧)| < 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝛺𝛺,                                                     … … … … … … ..  … … . . … (4) 

जहां 𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮 समीकरण (3) द्वारा �दया गया है।सक्सेना और गुप्ता द्वारा दजर् �कए गए z के 

छोटे और बड़ े मूल्य� के �लए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के �नम्न�ल�खत व्यवहार क� अगल� कड़ी म� 

आवश्यकता होगी। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|𝑔𝑔𝑔𝑔)      छोटे z के �लए, जहां g = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑗𝑗𝑗𝑗��   और    𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑞𝑞𝑞𝑞[𝑧𝑧𝑧𝑧] =

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|ℎ) बड़ ेz के �लए, जहां h = 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑁𝑁  Re�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 1)/𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�� तथा समीकरण� (3) और (4) 

द्वारा द� गई शत� भी परू� होती ह�। यहाँ  

𝐻𝐻𝐻𝐻[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑚𝑚𝑚𝑚
 
�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 
 

(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 ⎦
⎥
⎥
⎤

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠       … … … … … … … … … … . … … . … (5)

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

 



vkfdc gkfen Mkj] Hkkjrh lDlsuk ,oa vU;] Þxkek Qyuksa ds ;ksx ds inksa okys lkekU;h—r H̅&Qyu dh ladyu ------ß

31;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024

tgka Qyu esa nkfgus gkFk dh vksj Q‚Dl H— Qyu gS lehdj.k ¼1½ }kjk fn, x, H̅& Qyu ds 
fy, ifjHkkf"kr iw.kkaZd Hkkx ds iw.kZ vfHklj.k ds fy, fuEufyf[kr i;kZIr fLFkfr;k¡ gSa A lehdj.k ¼1½ 
cq'keSu vkSj JhokLro }kjk fn;k x;k gS

 
 

(सभी शनू्य एक साथ नह�ं) (not all zero simultaneously) और घातांक (exponents) Aj मे (j 

= 1,...,N) औरBj मे प्र�तपादक (j = M +1,...,Q) गरै-पणूा�क मान ले सकत े ह� िजन्ह� हम मानक�करण 

उद्देश्य� के �लए सकारात्मक मानत ेह�। (1) म� समोच्च काल्प�नक अ� है Re (𝜉𝜉𝜉𝜉) =0. इसका सट�क 

रूप पहले उद्धतृ शोध पत्रो म� देखा जा सकता है। जा�हर है, जब घातांक Aj मे (j = 1,...,N) और Bj मे 

घातांक (j = M +1,...,Q) इकाई के बराबर है;  तब 𝐻𝐻𝐻𝐻� - फलन सपु्र�सद्ध फ़ॉक्स के H - फलन म� बदल 

जाता है। 

हमारे पास है 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑁𝑁𝑁𝑁

 , (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑁𝑁𝑁𝑁+1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑀𝑀𝑀𝑀

 , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑀𝑀𝑀𝑀+1,𝑄𝑄𝑄𝑄
 

 

� = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑄𝑄𝑄𝑄

 
 

� 

जहां फलन म� दा�हने हाथ क� ओर फॉक्स H- फलन है समीकरण (1) द्वारा �दए गए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के 

�लए प�रभा�षत पणूा�क भाग के पणूर् अ�भसरण के �लए �नम्न�ल�खत पयार्प्त िस्थ�तयाँ ह� । 

समीकरण  (1) बशुमनै और श्रीवास्तव द्वारा �दया गया है 

𝛺𝛺𝛺𝛺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀        
�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 +
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1     

𝑁𝑁𝑁𝑁             
�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1       

𝑄𝑄𝑄𝑄             

�𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 + 1     

𝑃𝑃𝑃𝑃              
�   𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 > 0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 1    

       … … … … … … … … … … . . … … . … (3) 

और                       |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧𝑧𝑧)| < 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝛺𝛺,                                                     … … … … … … ..  … … . . … (4) 

जहां 𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮 समीकरण (3) द्वारा �दया गया है।सक्सेना और गुप्ता द्वारा दजर् �कए गए z के 

छोटे और बड़ े मूल्य� के �लए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के �नम्न�ल�खत व्यवहार क� अगल� कड़ी म� 

आवश्यकता होगी। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|𝑔𝑔𝑔𝑔)      छोटे z के �लए, जहां g = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑗𝑗𝑗𝑗��   और    𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑞𝑞𝑞𝑞[𝑧𝑧𝑧𝑧] =

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|ℎ) बड़ ेz के �लए, जहां h = 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑁𝑁  Re�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 1)/𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�� तथा समीकरण� (3) और (4) 

द्वारा द� गई शत� भी परू� होती ह�। यहाँ  

𝐻𝐻𝐻𝐻[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑚𝑚𝑚𝑚
 
�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 
 

(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 ⎦
⎥
⎥
⎤

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠       … … … … … … … … … … . … … . … (5)

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

 

vkSj |arg(z)| < ½ πΩ] 					           ………………………¼4½

tgka 𝝮 lehdj.k ¼3½ }kjk fn;k x;k gSAlDlsuk vkSj xqIrk }kjk ntZ fd, x, z ds NksVs vkSj cM+s 
ewY;ksa ds fy, H̅& Qyu ds fuEufyf[kr O;ogkj dh vxyh dM+h esa vko';drk gksxhA

 
 

(सभी शनू्य एक साथ नह�ं) (not all zero simultaneously) और घातांक (exponents) Aj मे (j 

= 1,...,N) औरBj मे प्र�तपादक (j = M +1,...,Q) गरै-पणूा�क मान ले सकत े ह� िजन्ह� हम मानक�करण 

उद्देश्य� के �लए सकारात्मक मानत ेह�। (1) म� समोच्च काल्प�नक अ� है Re (𝜉𝜉𝜉𝜉) =0. इसका सट�क 

रूप पहले उद्धतृ शोध पत्रो म� देखा जा सकता है। जा�हर है, जब घातांक Aj मे (j = 1,...,N) और Bj मे 

घातांक (j = M +1,...,Q) इकाई के बराबर है;  तब 𝐻𝐻𝐻𝐻� - फलन सपु्र�सद्ध फ़ॉक्स के H - फलन म� बदल 

जाता है। 

हमारे पास है 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑁𝑁𝑁𝑁

 , (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑁𝑁𝑁𝑁+1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑀𝑀𝑀𝑀

 , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑀𝑀𝑀𝑀+1,𝑄𝑄𝑄𝑄
 

 

� = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑄𝑄𝑄𝑄

 
 

� 

जहां फलन म� दा�हने हाथ क� ओर फॉक्स H- फलन है समीकरण (1) द्वारा �दए गए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के 

�लए प�रभा�षत पणूा�क भाग के पणूर् अ�भसरण के �लए �नम्न�ल�खत पयार्प्त िस्थ�तयाँ ह� । 

समीकरण  (1) बशुमनै और श्रीवास्तव द्वारा �दया गया है 

𝛺𝛺𝛺𝛺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀        
�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 +
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1     

𝑁𝑁𝑁𝑁             
�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1       

𝑄𝑄𝑄𝑄             

�𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 + 1     

𝑃𝑃𝑃𝑃              
�   𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 > 0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 1    

       … … … … … … … … … … . . … … . … (3) 

और                       |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧𝑧𝑧)| < 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝛺𝛺,                                                     … … … … … … ..  … … . . … (4) 

जहां 𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮 समीकरण (3) द्वारा �दया गया है।सक्सेना और गुप्ता द्वारा दजर् �कए गए z के 

छोटे और बड़ े मूल्य� के �लए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के �नम्न�ल�खत व्यवहार क� अगल� कड़ी म� 

आवश्यकता होगी। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|𝑔𝑔𝑔𝑔)      छोटे z के �लए, जहां g = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑗𝑗𝑗𝑗��   और    𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑞𝑞𝑞𝑞[𝑧𝑧𝑧𝑧] =

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|ℎ) बड़ ेz के �लए, जहां h = 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑁𝑁  Re�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 1)/𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�� तथा समीकरण� (3) और (4) 

द्वारा द� गई शत� भी परू� होती ह�। यहाँ  

𝐻𝐻𝐻𝐻[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑚𝑚𝑚𝑚
 
�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 
 

(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 ⎦
⎥
⎥
⎤

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠       … … … … … … … … … … . … … . … (5)

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

 

NksVs z ds fy,] tgka 

 
 

(सभी शनू्य एक साथ नह�ं) (not all zero simultaneously) और घातांक (exponents) Aj मे (j 

= 1,...,N) औरBj मे प्र�तपादक (j = M +1,...,Q) गरै-पणूा�क मान ले सकत े ह� िजन्ह� हम मानक�करण 

उद्देश्य� के �लए सकारात्मक मानत ेह�। (1) म� समोच्च काल्प�नक अ� है Re (𝜉𝜉𝜉𝜉) =0. इसका सट�क 

रूप पहले उद्धतृ शोध पत्रो म� देखा जा सकता है। जा�हर है, जब घातांक Aj मे (j = 1,...,N) और Bj मे 

घातांक (j = M +1,...,Q) इकाई के बराबर है;  तब 𝐻𝐻𝐻𝐻� - फलन सपु्र�सद्ध फ़ॉक्स के H - फलन म� बदल 

जाता है। 

हमारे पास है 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑁𝑁𝑁𝑁

 , (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑁𝑁𝑁𝑁+1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑀𝑀𝑀𝑀

 , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑀𝑀𝑀𝑀+1,𝑄𝑄𝑄𝑄
 

 

� = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑄𝑄𝑄𝑄

 
 

� 

जहां फलन म� दा�हने हाथ क� ओर फॉक्स H- फलन है समीकरण (1) द्वारा �दए गए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के 

�लए प�रभा�षत पणूा�क भाग के पणूर् अ�भसरण के �लए �नम्न�ल�खत पयार्प्त िस्थ�तयाँ ह� । 

समीकरण  (1) बशुमनै और श्रीवास्तव द्वारा �दया गया है 

𝛺𝛺𝛺𝛺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀        
�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 +
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1     

𝑁𝑁𝑁𝑁             
�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1       

𝑄𝑄𝑄𝑄             

�𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 + 1     

𝑃𝑃𝑃𝑃              
�   𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 > 0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 1    

       … … … … … … … … … … . . … … . … (3) 

और                       |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧𝑧𝑧)| < 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝛺𝛺,                                                     … … … … … … ..  … … . . … (4) 

जहां 𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮 समीकरण (3) द्वारा �दया गया है।सक्सेना और गुप्ता द्वारा दजर् �कए गए z के 

छोटे और बड़ े मूल्य� के �लए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के �नम्न�ल�खत व्यवहार क� अगल� कड़ी म� 

आवश्यकता होगी। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|𝑔𝑔𝑔𝑔)      छोटे z के �लए, जहां g = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑗𝑗𝑗𝑗��   और    𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑞𝑞𝑞𝑞[𝑧𝑧𝑧𝑧] =

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|ℎ) बड़ ेz के �लए, जहां h = 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑁𝑁  Re�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 1)/𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�� तथा समीकरण� (3) और (4) 

द्वारा द� गई शत� भी परू� होती ह�। यहाँ  

𝐻𝐻𝐻𝐻[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑚𝑚𝑚𝑚
 
�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 
 

(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 ⎦
⎥
⎥
⎤

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠       … … … … … … … … … … . … … . … (5)

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

 

] vkSj 

 
 

(सभी शनू्य एक साथ नह�ं) (not all zero simultaneously) और घातांक (exponents) Aj मे (j 

= 1,...,N) औरBj मे प्र�तपादक (j = M +1,...,Q) गरै-पणूा�क मान ले सकत े ह� िजन्ह� हम मानक�करण 

उद्देश्य� के �लए सकारात्मक मानत ेह�। (1) म� समोच्च काल्प�नक अ� है Re (𝜉𝜉𝜉𝜉) =0. इसका सट�क 

रूप पहले उद्धतृ शोध पत्रो म� देखा जा सकता है। जा�हर है, जब घातांक Aj मे (j = 1,...,N) और Bj मे 

घातांक (j = M +1,...,Q) इकाई के बराबर है;  तब 𝐻𝐻𝐻𝐻� - फलन सपु्र�सद्ध फ़ॉक्स के H - फलन म� बदल 

जाता है। 

हमारे पास है 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑁𝑁𝑁𝑁

 , (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑁𝑁𝑁𝑁+1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑀𝑀𝑀𝑀

 , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑀𝑀𝑀𝑀+1,𝑄𝑄𝑄𝑄
 

 

� = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑄𝑄𝑄𝑄

 
 

� 

जहां फलन म� दा�हने हाथ क� ओर फॉक्स H- फलन है समीकरण (1) द्वारा �दए गए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के 

�लए प�रभा�षत पणूा�क भाग के पणूर् अ�भसरण के �लए �नम्न�ल�खत पयार्प्त िस्थ�तयाँ ह� । 

समीकरण  (1) बशुमनै और श्रीवास्तव द्वारा �दया गया है 

𝛺𝛺𝛺𝛺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀        
�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 +
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1     

𝑁𝑁𝑁𝑁             
�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1       

𝑄𝑄𝑄𝑄             

�𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 + 1     

𝑃𝑃𝑃𝑃              
�   𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 > 0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 1    

       … … … … … … … … … … . . … … . … (3) 

और                       |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧𝑧𝑧)| < 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝛺𝛺,                                                     … … … … … … ..  … … . . … (4) 

जहां 𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮 समीकरण (3) द्वारा �दया गया है।सक्सेना और गुप्ता द्वारा दजर् �कए गए z के 

छोटे और बड़ े मूल्य� के �लए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के �नम्न�ल�खत व्यवहार क� अगल� कड़ी म� 

आवश्यकता होगी। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|𝑔𝑔𝑔𝑔)      छोटे z के �लए, जहां g = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑗𝑗𝑗𝑗��   और    𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑞𝑞𝑞𝑞[𝑧𝑧𝑧𝑧] =

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|ℎ) बड़ ेz के �लए, जहां h = 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑁𝑁  Re�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 1)/𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�� तथा समीकरण� (3) और (4) 

द्वारा द� गई शत� भी परू� होती ह�। यहाँ  

𝐻𝐻𝐻𝐻[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑚𝑚𝑚𝑚
 
�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 
 

(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 ⎦
⎥
⎥
⎤

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠       … … … … … … … … … … . … … . … (5)

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

 

 
 

(सभी शनू्य एक साथ नह�ं) (not all zero simultaneously) और घातांक (exponents) Aj मे (j 

= 1,...,N) औरBj मे प्र�तपादक (j = M +1,...,Q) गरै-पणूा�क मान ले सकत े ह� िजन्ह� हम मानक�करण 

उद्देश्य� के �लए सकारात्मक मानत ेह�। (1) म� समोच्च काल्प�नक अ� है Re (𝜉𝜉𝜉𝜉) =0. इसका सट�क 

रूप पहले उद्धतृ शोध पत्रो म� देखा जा सकता है। जा�हर है, जब घातांक Aj मे (j = 1,...,N) और Bj मे 

घातांक (j = M +1,...,Q) इकाई के बराबर है;  तब 𝐻𝐻𝐻𝐻� - फलन सपु्र�सद्ध फ़ॉक्स के H - फलन म� बदल 

जाता है। 

हमारे पास है 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑁𝑁𝑁𝑁

 , (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑁𝑁𝑁𝑁+1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑀𝑀𝑀𝑀

 , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑀𝑀𝑀𝑀+1,𝑄𝑄𝑄𝑄
 

 

� = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑄𝑄𝑄𝑄

 
 

� 

जहां फलन म� दा�हने हाथ क� ओर फॉक्स H- फलन है समीकरण (1) द्वारा �दए गए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के 

�लए प�रभा�षत पणूा�क भाग के पणूर् अ�भसरण के �लए �नम्न�ल�खत पयार्प्त िस्थ�तयाँ ह� । 

समीकरण  (1) बशुमनै और श्रीवास्तव द्वारा �दया गया है 

𝛺𝛺𝛺𝛺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀        
�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 +
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1     

𝑁𝑁𝑁𝑁             
�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1       

𝑄𝑄𝑄𝑄             

�𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 + 1     

𝑃𝑃𝑃𝑃              
�   𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 > 0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 1    

       … … … … … … … … … … . . … … . … (3) 

और                       |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧𝑧𝑧)| < 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝛺𝛺,                                                     … … … … … … ..  … … . . … (4) 

जहां 𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮 समीकरण (3) द्वारा �दया गया है।सक्सेना और गुप्ता द्वारा दजर् �कए गए z के 

छोटे और बड़ े मूल्य� के �लए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के �नम्न�ल�खत व्यवहार क� अगल� कड़ी म� 

आवश्यकता होगी। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|𝑔𝑔𝑔𝑔)      छोटे z के �लए, जहां g = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑗𝑗𝑗𝑗��   और    𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑞𝑞𝑞𝑞[𝑧𝑧𝑧𝑧] =

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|ℎ) बड़ ेz के �लए, जहां h = 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑁𝑁  Re�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 1)/𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�� तथा समीकरण� (3) और (4) 

द्वारा द� गई शत� भी परू� होती ह�। यहाँ  

𝐻𝐻𝐻𝐻[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑚𝑚𝑚𝑚
 
�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 
 

(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 ⎦
⎥
⎥
⎤

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠       … … … … … … … … … … . … … . … (5)

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

 

 cM+s z ds fy,] tgka h ¾ 

 
 

(सभी शनू्य एक साथ नह�ं) (not all zero simultaneously) और घातांक (exponents) Aj मे (j 

= 1,...,N) औरBj मे प्र�तपादक (j = M +1,...,Q) गरै-पणूा�क मान ले सकत े ह� िजन्ह� हम मानक�करण 

उद्देश्य� के �लए सकारात्मक मानत ेह�। (1) म� समोच्च काल्प�नक अ� है Re (𝜉𝜉𝜉𝜉) =0. इसका सट�क 

रूप पहले उद्धतृ शोध पत्रो म� देखा जा सकता है। जा�हर है, जब घातांक Aj मे (j = 1,...,N) और Bj मे 

घातांक (j = M +1,...,Q) इकाई के बराबर है;  तब 𝐻𝐻𝐻𝐻� - फलन सपु्र�सद्ध फ़ॉक्स के H - फलन म� बदल 

जाता है। 

हमारे पास है 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑁𝑁𝑁𝑁

 , (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑁𝑁𝑁𝑁+1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑀𝑀𝑀𝑀

 , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑀𝑀𝑀𝑀+1,𝑄𝑄𝑄𝑄
 

 

� = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑄𝑄𝑄𝑄

 
 

� 

जहां फलन म� दा�हने हाथ क� ओर फॉक्स H- फलन है समीकरण (1) द्वारा �दए गए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के 

�लए प�रभा�षत पणूा�क भाग के पणूर् अ�भसरण के �लए �नम्न�ल�खत पयार्प्त िस्थ�तयाँ ह� । 

समीकरण  (1) बशुमनै और श्रीवास्तव द्वारा �दया गया है 

𝛺𝛺𝛺𝛺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀        
�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 +
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1     

𝑁𝑁𝑁𝑁             
�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1       

𝑄𝑄𝑄𝑄             

�𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 + 1     

𝑃𝑃𝑃𝑃              
�   𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 > 0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 1    

       … … … … … … … … … … . . … … . … (3) 

और                       |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧𝑧𝑧)| < 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝛺𝛺,                                                     … … … … … … ..  … … . . … (4) 

जहां 𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮 समीकरण (3) द्वारा �दया गया है।सक्सेना और गुप्ता द्वारा दजर् �कए गए z के 

छोटे और बड़ े मूल्य� के �लए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के �नम्न�ल�खत व्यवहार क� अगल� कड़ी म� 

आवश्यकता होगी। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|𝑔𝑔𝑔𝑔)      छोटे z के �लए, जहां g = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑗𝑗𝑗𝑗��   और    𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑞𝑞𝑞𝑞[𝑧𝑧𝑧𝑧] =

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|ℎ) बड़ ेz के �लए, जहां h = 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑁𝑁  Re�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 1)/𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�� तथा समीकरण� (3) और (4) 

द्वारा द� गई शत� भी परू� होती ह�। यहाँ  

𝐻𝐻𝐻𝐻[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑚𝑚𝑚𝑚
 
�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 
 

(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 ⎦
⎥
⎥
⎤

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠       … … … … … … … … … … . … … . … (5)

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

 

 Re[Aj ¿¼aj&1½/αj À] rFkk lehdj.kksa ¼3½ 

vkSj ¼4½ }kjk nh xbZ 'krsaZ Hkh iwjh gksrh gSaA ;gk¡

 
 

(सभी शनू्य एक साथ नह�ं) (not all zero simultaneously) और घातांक (exponents) Aj मे (j 

= 1,...,N) औरBj मे प्र�तपादक (j = M +1,...,Q) गरै-पणूा�क मान ले सकत े ह� िजन्ह� हम मानक�करण 

उद्देश्य� के �लए सकारात्मक मानत ेह�। (1) म� समोच्च काल्प�नक अ� है Re (𝜉𝜉𝜉𝜉) =0. इसका सट�क 

रूप पहले उद्धतृ शोध पत्रो म� देखा जा सकता है। जा�हर है, जब घातांक Aj मे (j = 1,...,N) और Bj मे 

घातांक (j = M +1,...,Q) इकाई के बराबर है;  तब 𝐻𝐻𝐻𝐻� - फलन सपु्र�सद्ध फ़ॉक्स के H - फलन म� बदल 

जाता है। 

हमारे पास है 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�
�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑁𝑁𝑁𝑁

 , (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑁𝑁𝑁𝑁+1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  1,𝑀𝑀𝑀𝑀

 , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗;𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑀𝑀𝑀𝑀+1,𝑄𝑄𝑄𝑄
 

 

� = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁 �

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑃𝑃𝑃𝑃
 

 
(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑄𝑄𝑄𝑄

 
 

� 

जहां फलन म� दा�हने हाथ क� ओर फॉक्स H- फलन है समीकरण (1) द्वारा �दए गए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के 

�लए प�रभा�षत पणूा�क भाग के पणूर् अ�भसरण के �लए �नम्न�ल�खत पयार्प्त िस्थ�तयाँ ह� । 

समीकरण  (1) बशुमनै और श्रीवास्तव द्वारा �दया गया है 

𝛺𝛺𝛺𝛺 =

𝑀𝑀𝑀𝑀        
�𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 +
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1     

𝑁𝑁𝑁𝑁             
�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 −
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1       

𝑄𝑄𝑄𝑄             

�𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 −

𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑀𝑀𝑀𝑀 + 1     

𝑃𝑃𝑃𝑃              
�   𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 > 0
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 1    

       … … … … … … … … … … . . … … . … (3) 

और                       |𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧𝑧𝑧)| < 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝛺𝛺𝛺𝛺,                                                     … … … … … … ..  … … . . … (4) 

जहां 𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮𝝮 समीकरण (3) द्वारा �दया गया है।सक्सेना और गुप्ता द्वारा दजर् �कए गए z के 

छोटे और बड़ े मूल्य� के �लए 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के �नम्न�ल�खत व्यवहार क� अगल� कड़ी म� 

आवश्यकता होगी। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑁𝑁𝑁𝑁[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|𝑔𝑔𝑔𝑔)      छोटे z के �लए, जहां g = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑗𝑗𝑗𝑗/𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑗𝑗𝑗𝑗��   और    𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑄𝑄𝑄𝑄
𝑀𝑀𝑀𝑀,𝑞𝑞𝑞𝑞[𝑧𝑧𝑧𝑧] =

𝑂𝑂𝑂𝑂(|𝑧𝑧𝑧𝑧|ℎ) बड़ ेz के �लए, जहां h = 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎𝑚𝑚𝑚𝑚

1 ≤ 𝑗𝑗𝑗𝑗 ≤ 𝑁𝑁𝑁𝑁  Re�𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 − 1)/𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�� तथा समीकरण� (3) और (4) 

द्वारा द� गई शत� भी परू� होती ह�। यहाँ  

𝐻𝐻𝐻𝐻[𝑧𝑧𝑧𝑧] = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑚𝑚𝑚𝑚
 
�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 
 

(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗, 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗)  1,𝑞𝑞𝑞𝑞
 

 ⎦
⎥
⎥
⎤

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠       … … … … … … … … … … . … … . … (5)

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

 

 
 

जहां 𝑖𝑖𝑖𝑖 = √−1 , और    𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) =

𝑚𝑚𝑚𝑚                        
∏𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠  
𝑗𝑗𝑗𝑗=1                 

 
𝑛𝑛𝑛𝑛                               
∏𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑗𝑗𝑗𝑗+𝑦𝑦𝑦𝑦 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑗𝑗𝑗𝑗=1                           

𝑞𝑞𝑞𝑞                                     
∏𝛤𝛤𝛤𝛤�1−𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑗𝑗𝑗𝑗+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠�      
𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑚𝑚𝑚𝑚+1                            

𝑝𝑝𝑝𝑝                       
∏   𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗−𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑛𝑛𝑛𝑛+1                

      … … … … … … … … … … . … (6) 

समोच्च रेखा L क� प्रकृ�त अ�भन्न (5) के अ�भसरण क� शत� और 𝐇𝐇𝐇𝐇 − फलन के अन्य गणु� को 

�कलबास और साइगो द्वारा सदं�भर्त �ल�खत पसु्तक से �लया गया है ।𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन म� �व�भन्न गणु 

और �वशषे मामले ह�, और �व�शष्ट योग सतू्र परैामीटर या शत� के मलू्य� पर �नभर्र हो सकत ेह� [2]। 

𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए बदं-फ़ॉमर् अ�भव्यिक्तयाँ हमेशा उपलब्ध नह�ं होती ह�, और सखं्यात्मक या 

स्पश�न्मखु तर�क� का उपयोग अक्सर मलू्यांकन के �लए �कया जाता है, य�द आपके पास मापदंड� 

या शत� के �लए �व�शष्ट मान है।सामान्यीकृत 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए योग सतू्र सरल काय� के �लए 

उतना सीधा नह�ं है, और इसे अक्सर मे�लन-बान्सर् समाकल  के सदंभर् म� व्यक्त �कया जाता है । 

सामान्य तौर पर 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए कोई सरल बदं-रूप अ�भव्यिक्त नह�ं है। हालाँ�क, य�द कोई 

�व�शष्ट परैामीटर मान या शत� ह�, तो इसे अ�धक प्रबधंनीय रूप म� व्यक्त करने के �लए अ�भव्यिक्त 

को सरल बनाना या 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के कुछ गणु� का उपयोग करना सभंव हो सकता है [3]। 

मुख्य योग सूत्र 
 

सूत्र - 1 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ø �

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠ø − 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2ø

�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗) (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) (
3
2

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 
 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2), (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗) , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑘𝑘𝑘𝑘+1
 

𝑘𝑘𝑘𝑘
 

1
 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= ∑ (n+r)!
n!r!

∞
𝒓𝒓𝒓𝒓=𝟎𝟎𝟎𝟎  𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(𝒔𝒔𝒔𝒔 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒓𝒓𝒓𝒓 + 𝟏𝟏𝟏𝟏)Ø𝐻𝐻𝐻𝐻�𝒑𝒑𝒑𝒑+𝟐𝟐𝟐𝟐,𝒒𝒒𝒒𝒒+𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒌𝒌𝒌𝒌+𝟏𝟏𝟏𝟏,𝒍𝒍𝒍𝒍+𝟏𝟏𝟏𝟏 �
 
Z
 
�

(1 − r, 1; 1), �aj, Aj;αj�  l ,
1

 

 
(2 + n, 2), �bj, Bj�  ,k

 
1

           

�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗� , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

𝑙𝑙𝑙𝑙+1
 

 
 
 

(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 ),𝑘𝑘𝑘𝑘+1
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

        ……......................................................……….(7) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, 

जहा,ं     θ = < ∑ � B j� + ∑ �α j Aj � − ∑ |β jB j | −∑ �A j �    >p
j=n+1

q
j=m+1

n
j=1

m
j=1   

प्रमाण:  समीकरण (1) को �सद्ध करने के �लए 

leksPp js[kk L dh ç—fr vfHkUu ¼5½ ds vfHklj.k dh 'krsaZ vkSj H— Qyu ds vU; xq.kksa dks fdyckl 
vkSj lkbxks }kjk lanfHkZr fyf[kr iqLrd ls fy;k x;k gS A H̅& Qyu esa fofHkUu xq.k vkSj fo'ks"k ekeys gSa] 
vkSj fof'k"V ;ksx lw= iSjkehVj ;k 'krksaZ ds ewY;ksa ij fuHkZj gks ldrs gSa [2]A H̅& Qyu ds fy, can&Q‚eZ 
vfHkO;fä;k¡ ges'kk miyC/k ugha gksrh gSa] vkSj la[;kRed ;k Li'kksZUeq[k rjhdksa dk mi;ksx vDlj ewY;kadu 
ds fy, fd;k tkrk gS] ;fn vkids ikl ekinaMksa ;k 'krksaZ ds fy, fof'k"V eku gSAlkekU;h—r H̅& Qyu 
ds fy, ;ksx lw= ljy dk;ksaZ ds fy, mruk lh/kk ugha gS] vkSj bls vDlj esfyu&ckuZ~l lekdy ds 
lanHkZ esa O;ä fd;k tkrk gS A lkekU; rkSj ij H̅& Qyu ds fy, dksbZ ljy can&:i vfHkO;fä ugha 
gSA gkyk¡fd] ;fn dksbZ fof'k"V iSjkehVj eku ;k 'krsaZ gSa] rks bls vf/kd çca/kuh; :i esa O;ä djus ds 
fy, vfHkO;fä dks ljy cukuk ;k H̅& Qyu ds dqN xq.kksa dk mi;ksx djuk laHko gks ldrk gS [3]A
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eq[; ;ksx lw=

lw= & 1

 
 

जहां 𝑖𝑖𝑖𝑖 = √−1 , और    𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) =

𝑚𝑚𝑚𝑚                        
∏𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠  
𝑗𝑗𝑗𝑗=1                 

 
𝑛𝑛𝑛𝑛                               
∏𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑗𝑗𝑗𝑗+𝑦𝑦𝑦𝑦 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑗𝑗𝑗𝑗=1                           

𝑞𝑞𝑞𝑞                                     
∏𝛤𝛤𝛤𝛤�1−𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑗𝑗𝑗𝑗+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠�      
𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑚𝑚𝑚𝑚+1                            

𝑝𝑝𝑝𝑝                       
∏   𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗−𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑛𝑛𝑛𝑛+1                

      … … … … … … … … … … . … (6) 

समोच्च रेखा L क� प्रकृ�त अ�भन्न (5) के अ�भसरण क� शत� और 𝐇𝐇𝐇𝐇 − फलन के अन्य गणु� को 

�कलबास और साइगो द्वारा सदं�भर्त �ल�खत पसु्तक से �लया गया है ।𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन म� �व�भन्न गणु 

और �वशषे मामले ह�, और �व�शष्ट योग सतू्र परैामीटर या शत� के मलू्य� पर �नभर्र हो सकत ेह� [2]। 

𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए बदं-फ़ॉमर् अ�भव्यिक्तयाँ हमेशा उपलब्ध नह�ं होती ह�, और सखं्यात्मक या 

स्पश�न्मखु तर�क� का उपयोग अक्सर मलू्यांकन के �लए �कया जाता है, य�द आपके पास मापदंड� 

या शत� के �लए �व�शष्ट मान है।सामान्यीकृत 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए योग सतू्र सरल काय� के �लए 

उतना सीधा नह�ं है, और इसे अक्सर मे�लन-बान्सर् समाकल  के सदंभर् म� व्यक्त �कया जाता है । 

सामान्य तौर पर 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए कोई सरल बदं-रूप अ�भव्यिक्त नह�ं है। हालाँ�क, य�द कोई 

�व�शष्ट परैामीटर मान या शत� ह�, तो इसे अ�धक प्रबधंनीय रूप म� व्यक्त करने के �लए अ�भव्यिक्त 

को सरल बनाना या 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के कुछ गणु� का उपयोग करना सभंव हो सकता है [3]। 

मुख्य योग सूत्र 
 

सूत्र - 1 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ø �

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠ø − 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2ø

�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗) (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) (
3
2

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 
 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2), (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗) , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑘𝑘𝑘𝑘+1
 

𝑘𝑘𝑘𝑘
 

1
 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= ∑ (n+r)!
n!r!

∞
𝒓𝒓𝒓𝒓=𝟎𝟎𝟎𝟎  𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(𝒔𝒔𝒔𝒔 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒓𝒓𝒓𝒓 + 𝟏𝟏𝟏𝟏)Ø𝐻𝐻𝐻𝐻�𝒑𝒑𝒑𝒑+𝟐𝟐𝟐𝟐,𝒒𝒒𝒒𝒒+𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒌𝒌𝒌𝒌+𝟏𝟏𝟏𝟏,𝒍𝒍𝒍𝒍+𝟏𝟏𝟏𝟏 �
 
Z
 
�

(1 − r, 1; 1), �aj, Aj;αj�  l ,
1

 

 
(2 + n, 2), �bj, Bj�  ,k

 
1

           

�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗� , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

𝑙𝑙𝑙𝑙+1
 

 
 
 

(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 ),𝑘𝑘𝑘𝑘+1
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

        ……......................................................……….(7) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, 

जहा,ं     θ = < ∑ � B j� + ∑ �α j Aj � − ∑ |β jB j | −∑ �A j �    >p
j=n+1

q
j=m+1

n
j=1

m
j=1   

प्रमाण:  समीकरण (1) को �सद्ध करने के �लए 

c'krsZ n xSj&udkjkRed iw.kkaZd gS] 0 ⦤Ø⦤π ] θ >0 vkSj |arg z|

 
 

जहां 𝑖𝑖𝑖𝑖 = √−1 , और    𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) =

𝑚𝑚𝑚𝑚                        
∏𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠  
𝑗𝑗𝑗𝑗=1                 

 
𝑛𝑛𝑛𝑛                               
∏𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑗𝑗𝑗𝑗+𝑦𝑦𝑦𝑦 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑗𝑗𝑗𝑗=1                           

𝑞𝑞𝑞𝑞                                     
∏𝛤𝛤𝛤𝛤�1−𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑗𝑗𝑗𝑗+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠�      
𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑚𝑚𝑚𝑚+1                            

𝑝𝑝𝑝𝑝                       
∏   𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗−𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑛𝑛𝑛𝑛+1                

      … … … … … … … … … … . … (6) 

समोच्च रेखा L क� प्रकृ�त अ�भन्न (5) के अ�भसरण क� शत� और 𝐇𝐇𝐇𝐇 − फलन के अन्य गणु� को 

�कलबास और साइगो द्वारा सदं�भर्त �ल�खत पसु्तक से �लया गया है ।𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन म� �व�भन्न गणु 

और �वशषे मामले ह�, और �व�शष्ट योग सतू्र परैामीटर या शत� के मलू्य� पर �नभर्र हो सकत ेह� [2]। 

𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए बदं-फ़ॉमर् अ�भव्यिक्तयाँ हमेशा उपलब्ध नह�ं होती ह�, और सखं्यात्मक या 

स्पश�न्मखु तर�क� का उपयोग अक्सर मलू्यांकन के �लए �कया जाता है, य�द आपके पास मापदंड� 

या शत� के �लए �व�शष्ट मान है।सामान्यीकृत 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए योग सतू्र सरल काय� के �लए 

उतना सीधा नह�ं है, और इसे अक्सर मे�लन-बान्सर् समाकल  के सदंभर् म� व्यक्त �कया जाता है । 

सामान्य तौर पर 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए कोई सरल बदं-रूप अ�भव्यिक्त नह�ं है। हालाँ�क, य�द कोई 

�व�शष्ट परैामीटर मान या शत� ह�, तो इसे अ�धक प्रबधंनीय रूप म� व्यक्त करने के �लए अ�भव्यिक्त 

को सरल बनाना या 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के कुछ गणु� का उपयोग करना सभंव हो सकता है [3]। 

मुख्य योग सूत्र 
 

सूत्र - 1 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ø �

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠ø − 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2ø

�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗) (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) (
3
2

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 
 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2), (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗) , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑘𝑘𝑘𝑘+1
 

𝑘𝑘𝑘𝑘
 

1
 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= ∑ (n+r)!
n!r!

∞
𝒓𝒓𝒓𝒓=𝟎𝟎𝟎𝟎  𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(𝒔𝒔𝒔𝒔 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒓𝒓𝒓𝒓 + 𝟏𝟏𝟏𝟏)Ø𝐻𝐻𝐻𝐻�𝒑𝒑𝒑𝒑+𝟐𝟐𝟐𝟐,𝒒𝒒𝒒𝒒+𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒌𝒌𝒌𝒌+𝟏𝟏𝟏𝟏,𝒍𝒍𝒍𝒍+𝟏𝟏𝟏𝟏 �
 
Z
 
�

(1 − r, 1; 1), �aj, Aj;αj�  l ,
1

 

 
(2 + n, 2), �bj, Bj�  ,k

 
1

           

�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗� , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

𝑙𝑙𝑙𝑙+1
 

 
 
 

(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 ),𝑘𝑘𝑘𝑘+1
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

        ……......................................................……….(7) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, 

जहा,ं     θ = < ∑ � B j� + ∑ �α j Aj � − ∑ |β jB j | −∑ �A j �    >p
j=n+1

q
j=m+1

n
j=1

m
j=1   

प्रमाण:  समीकरण (1) को �सद्ध करने के �लए 

tgka] 

 
 

जहां 𝑖𝑖𝑖𝑖 = √−1 , और    𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) =

𝑚𝑚𝑚𝑚                        
∏𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠  
𝑗𝑗𝑗𝑗=1                 

 
𝑛𝑛𝑛𝑛                               
∏𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑗𝑗𝑗𝑗+𝑦𝑦𝑦𝑦 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑗𝑗𝑗𝑗=1                           

𝑞𝑞𝑞𝑞                                     
∏𝛤𝛤𝛤𝛤�1−𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑗𝑗𝑗𝑗+𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠�      
𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑚𝑚𝑚𝑚+1                            

𝑝𝑝𝑝𝑝                       
∏   𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗−𝑦𝑦𝑦𝑦𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑗𝑗𝑗𝑗=𝑛𝑛𝑛𝑛+1                

      … … … … … … … … … … . … (6) 

समोच्च रेखा L क� प्रकृ�त अ�भन्न (5) के अ�भसरण क� शत� और 𝐇𝐇𝐇𝐇 − फलन के अन्य गणु� को 

�कलबास और साइगो द्वारा सदं�भर्त �ल�खत पसु्तक से �लया गया है ।𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन म� �व�भन्न गणु 

और �वशषे मामले ह�, और �व�शष्ट योग सतू्र परैामीटर या शत� के मलू्य� पर �नभर्र हो सकत ेह� [2]। 

𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए बदं-फ़ॉमर् अ�भव्यिक्तयाँ हमेशा उपलब्ध नह�ं होती ह�, और सखं्यात्मक या 

स्पश�न्मखु तर�क� का उपयोग अक्सर मलू्यांकन के �लए �कया जाता है, य�द आपके पास मापदंड� 

या शत� के �लए �व�शष्ट मान है।सामान्यीकृत 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए योग सतू्र सरल काय� के �लए 

उतना सीधा नह�ं है, और इसे अक्सर मे�लन-बान्सर् समाकल  के सदंभर् म� व्यक्त �कया जाता है । 

सामान्य तौर पर 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए कोई सरल बदं-रूप अ�भव्यिक्त नह�ं है। हालाँ�क, य�द कोई 

�व�शष्ट परैामीटर मान या शत� ह�, तो इसे अ�धक प्रबधंनीय रूप म� व्यक्त करने के �लए अ�भव्यिक्त 

को सरल बनाना या 𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के कुछ गणु� का उपयोग करना सभंव हो सकता है [3]। 

मुख्य योग सूत्र 
 

सूत्र - 1 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ø �

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠ø − 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2ø

�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗) (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) (
3
2

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 
 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2), (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗) , (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑘𝑘𝑘𝑘+1
 

𝑘𝑘𝑘𝑘
 

1
 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= ∑ (n+r)!
n!r!

∞
𝒓𝒓𝒓𝒓=𝟎𝟎𝟎𝟎  𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(𝒔𝒔𝒔𝒔 + 𝟐𝟐𝟐𝟐𝒓𝒓𝒓𝒓 + 𝟏𝟏𝟏𝟏)Ø𝐻𝐻𝐻𝐻�𝒑𝒑𝒑𝒑+𝟐𝟐𝟐𝟐,𝒒𝒒𝒒𝒒+𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒌𝒌𝒌𝒌+𝟏𝟏𝟏𝟏,𝒍𝒍𝒍𝒍+𝟏𝟏𝟏𝟏 �
 
Z
 
�

(1 − r, 1; 1), �aj, Aj;αj�  l ,
1

 

 
(2 + n, 2), �bj, Bj�  ,k

 
1

           

�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗� , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

𝑙𝑙𝑙𝑙+1
 

 
 
 

(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 ),𝑘𝑘𝑘𝑘+1
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

        ……......................................................……….(7) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, 

जहा,ं     θ = < ∑ � B j� + ∑ �α j Aj � − ∑ |β jB j | −∑ �A j �    >p
j=n+1

q
j=m+1

n
j=1

m
j=1   

प्रमाण:  समीकरण (1) को �सद्ध करने के �लए çek.k: lehdj.k ¼1½ dks fl) djus ds fy,
 

 

�
22𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑠𝑠𝑠𝑠)sin (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝜑𝜑𝜑𝜑

𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑚𝑚𝑚𝑚! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

         … … … … … … … . … . . ( 8) 

बशत�, S < 1, 0 ⦤ ∅ ⦤ π और n, एक गरै-नकारात्मक पणूा�क है | 

समीकरण(8) के दोन� प�� को व्यजंक(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) 𝚪𝚪𝚪𝚪(1-s) �𝑍𝑍𝑍𝑍
4
�   𝑠𝑠𝑠𝑠 , से गणुा कर� जहा,ं 𝜃𝜃𝜃𝜃(s) द्वारा 

प�रभा�षत �कया गया है 

θ(s)   =   
∏ Γ �bj− Bjs  �∏ Γ aj(1−aj+ Ajs )n

j=1 
m
j=1 

∏ Γ β j(1−bj
q
j=m+1 + Bjs ) ∏ Γ (aj−Ajs )

p
j=n+1 

 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛1−𝑠𝑠𝑠𝑠  (CosØ )  को 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) द्वारा द� गई श्रृंखला से प्र�तस्था�पत करना 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) =

∑ (2𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑧𝑧𝑧𝑧−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!(𝑟𝑟𝑟𝑟+12)  𝑘𝑘𝑘𝑘
 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  

 और समोच्च समाकल  L के साथ एक�करण (integrating along the contour integral L) म� प�रभा�षत 

�कया गया है।  

   𝐻𝐻𝐻𝐻�  p,q
m,n 

⎣
⎢
⎢
⎡
 z│

 (a 1, A 1; α1), … , (an, An; αn), (an+1, A n+1), … , (ap, Ap)
 
 

 (b1, B1), … … … , (bm, Bm ), �bm+1, Bm+1, βm+1 �, … . . , (bq, Bq; βq)⎦
⎥
⎥
⎤
        

                          = 1
2πi

 ∫   
L   θ(s)zs ds ………..............................................…..(9) 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑍𝑍𝑍𝑍𝑠𝑠𝑠𝑠

𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑚𝑚𝑚𝑚!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)    (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(32 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝐿𝐿𝐿𝐿
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠
∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛+2𝑟𝑟𝑟𝑟+1)Ø

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟+2−𝑠𝑠𝑠𝑠)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠      … … … ….(10) 

प�रणाम एक�करण और योग के चरण� को पुनव्यर्विस्थत करके और (9) लागू करके प्राप्त 

�कया जा सकता है। क्य��क श्रृंखला प�र�मत है और समाकल मौजूद है, इस�लए योग और 

एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 

क्य��क श्रृखंला s के संबंध म� समान रूप से अ�भस�रत होती है [4]। 

𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) = 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)

 �नरंतर है और द� गई शत� परू� होने पर समाकल्य �बल्कुल अ�भस�रत 

होता है [5]। 

c'krsZ] S < 1] 0 ⦤ ∅ ⦤ π vkSj n] ,d xSj&udkjkRed iw.kkaZd gS |

lehdj.k¼8½ ds nksuksa i{kksa dks O;atd 

 
 

�
22𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑠𝑠𝑠𝑠)sin (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝜑𝜑𝜑𝜑

𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑚𝑚𝑚𝑚! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

         … … … … … … … . … . . ( 8) 

बशत�, S < 1, 0 ⦤ ∅ ⦤ π और n, एक गरै-नकारात्मक पणूा�क है | 

समीकरण(8) के दोन� प�� को व्यजंक(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) 𝚪𝚪𝚪𝚪(1-s) �𝑍𝑍𝑍𝑍
4
�   𝑠𝑠𝑠𝑠 , से गणुा कर� जहा,ं 𝜃𝜃𝜃𝜃(s) द्वारा 

प�रभा�षत �कया गया है 

θ(s)   =   
∏ Γ �bj− Bjs  �∏ Γ aj(1−aj+ Ajs )n

j=1 
m
j=1 

∏ Γ β j(1−bj
q
j=m+1 + Bjs ) ∏ Γ (aj−Ajs )

p
j=n+1 

 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛1−𝑠𝑠𝑠𝑠  (CosØ )  को 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) द्वारा द� गई श्रृंखला से प्र�तस्था�पत करना 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) =

∑ (2𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑧𝑧𝑧𝑧−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!(𝑟𝑟𝑟𝑟+12)  𝑘𝑘𝑘𝑘
 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  

 और समोच्च समाकल  L के साथ एक�करण (integrating along the contour integral L) म� प�रभा�षत 

�कया गया है।  

   𝐻𝐻𝐻𝐻�  p,q
m,n 

⎣
⎢
⎢
⎡
 z│

 (a 1, A 1; α1), … , (an, An; αn), (an+1, A n+1), … , (ap, Ap)
 
 

 (b1, B1), … … … , (bm, Bm ), �bm+1, Bm+1, βm+1 �, … . . , (bq, Bq; βq)⎦
⎥
⎥
⎤
        

                          = 1
2πi

 ∫   
L   θ(s)zs ds ………..............................................…..(9) 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑍𝑍𝑍𝑍𝑠𝑠𝑠𝑠

𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑚𝑚𝑚𝑚!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)    (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(32 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝐿𝐿𝐿𝐿
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠
∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛+2𝑟𝑟𝑟𝑟+1)Ø

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟+2−𝑠𝑠𝑠𝑠)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠      … … … ….(10) 

प�रणाम एक�करण और योग के चरण� को पुनव्यर्विस्थत करके और (9) लागू करके प्राप्त 

�कया जा सकता है। क्य��क श्रृंखला प�र�मत है और समाकल मौजूद है, इस�लए योग और 

एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 

क्य��क श्रृखंला s के संबंध म� समान रूप से अ�भस�रत होती है [4]। 

𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) = 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)

 �नरंतर है और द� गई शत� परू� होने पर समाकल्य �बल्कुल अ�भस�रत 

होता है [5]। 

] ls xq.kk djsa tgka] θ(s) }kjk 
ifjHkkf"kr fd;k x;k gS

 
 

�
22𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑠𝑠𝑠𝑠)sin (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝜑𝜑𝜑𝜑

𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑚𝑚𝑚𝑚! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

         … … … … … … … . … . . ( 8) 

बशत�, S < 1, 0 ⦤ ∅ ⦤ π और n, एक गरै-नकारात्मक पणूा�क है | 

समीकरण(8) के दोन� प�� को व्यजंक(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) 𝚪𝚪𝚪𝚪(1-s) �𝑍𝑍𝑍𝑍
4
�   𝑠𝑠𝑠𝑠 , से गणुा कर� जहा,ं 𝜃𝜃𝜃𝜃(s) द्वारा 

प�रभा�षत �कया गया है 

θ(s)   =   
∏ Γ �bj− Bjs  �∏ Γ aj(1−aj+ Ajs )n

j=1 
m
j=1 

∏ Γ β j(1−bj
q
j=m+1 + Bjs ) ∏ Γ (aj−Ajs )

p
j=n+1 

 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛1−𝑠𝑠𝑠𝑠  (CosØ )  को 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) द्वारा द� गई श्रृंखला से प्र�तस्था�पत करना 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) =

∑ (2𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑧𝑧𝑧𝑧−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!(𝑟𝑟𝑟𝑟+12)  𝑘𝑘𝑘𝑘
 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  

 और समोच्च समाकल  L के साथ एक�करण (integrating along the contour integral L) म� प�रभा�षत 

�कया गया है।  

   𝐻𝐻𝐻𝐻�  p,q
m,n 

⎣
⎢
⎢
⎡
 z│

 (a 1, A 1; α1), … , (an, An; αn), (an+1, A n+1), … , (ap, Ap)
 
 

 (b1, B1), … … … , (bm, Bm ), �bm+1, Bm+1, βm+1 �, … . . , (bq, Bq; βq)⎦
⎥
⎥
⎤
        

                          = 1
2πi

 ∫   
L   θ(s)zs ds ………..............................................…..(9) 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑍𝑍𝑍𝑍𝑠𝑠𝑠𝑠
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑚𝑚𝑚𝑚!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)    (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(32 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝐿𝐿𝐿𝐿
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠
∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛+2𝑟𝑟𝑟𝑟+1)Ø

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟+2−𝑠𝑠𝑠𝑠)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠      … … … ….(10) 

प�रणाम एक�करण और योग के चरण� को पुनव्यर्विस्थत करके और (9) लागू करके प्राप्त 

�कया जा सकता है। क्य��क श्रृंखला प�र�मत है और समाकल मौजूद है, इस�लए योग और 

एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 

क्य��क श्रृखंला s के संबंध म� समान रूप से अ�भस�रत होती है [4]। 

𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) = 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)

 �नरंतर है और द� गई शत� परू� होने पर समाकल्य �बल्कुल अ�भस�रत 

होता है [5]। 

 
 

�
22𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑠𝑠𝑠𝑠)sin (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝜑𝜑𝜑𝜑

𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑚𝑚𝑚𝑚! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

         … … … … … … … . … . . ( 8) 

बशत�, S < 1, 0 ⦤ ∅ ⦤ π और n, एक गरै-नकारात्मक पणूा�क है | 

समीकरण(8) के दोन� प�� को व्यजंक(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) 𝚪𝚪𝚪𝚪(1-s) �𝑍𝑍𝑍𝑍
4
�   𝑠𝑠𝑠𝑠 , से गणुा कर� जहा,ं 𝜃𝜃𝜃𝜃(s) द्वारा 

प�रभा�षत �कया गया है 

θ(s)   =   
∏ Γ �bj− Bjs  �∏ Γ aj(1−aj+ Ajs )n

j=1 
m
j=1 

∏ Γ β j(1−bj
q
j=m+1 + Bjs ) ∏ Γ (aj−Ajs )

p
j=n+1 

 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛1−𝑠𝑠𝑠𝑠  (CosØ )  को 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) द्वारा द� गई श्रृंखला से प्र�तस्था�पत करना 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) =

∑ (2𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑧𝑧𝑧𝑧−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!(𝑟𝑟𝑟𝑟+12)  𝑘𝑘𝑘𝑘
 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  

 और समोच्च समाकल  L के साथ एक�करण (integrating along the contour integral L) म� प�रभा�षत 

�कया गया है।  

   𝐻𝐻𝐻𝐻�  p,q
m,n 

⎣
⎢
⎢
⎡
 z│

 (a 1, A 1; α1), … , (an, An; αn), (an+1, A n+1), … , (ap, Ap)
 
 

 (b1, B1), … … … , (bm, Bm ), �bm+1, Bm+1, βm+1 �, … . . , (bq, Bq; βq)⎦
⎥
⎥
⎤
        

                          = 1
2πi

 ∫   
L   θ(s)zs ds ………..............................................…..(9) 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑍𝑍𝑍𝑍𝑠𝑠𝑠𝑠

𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑚𝑚𝑚𝑚!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)    (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(32 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝐿𝐿𝐿𝐿
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠
∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛+2𝑟𝑟𝑟𝑟+1)Ø

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟+2−𝑠𝑠𝑠𝑠)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠      … … … ….(10) 

प�रणाम एक�करण और योग के चरण� को पुनव्यर्विस्थत करके और (9) लागू करके प्राप्त 

�कया जा सकता है। क्य��क श्रृंखला प�र�मत है और समाकल मौजूद है, इस�लए योग और 

एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 

क्य��क श्रृखंला s के संबंध म� समान रूप से अ�भस�रत होती है [4]। 

𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) = 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)

 �नरंतर है और द� गई शत� परू� होने पर समाकल्य �बल्कुल अ�भस�रत 

होता है [5]। 

¼CosØ½ dks 
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22𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑠𝑠𝑠𝑠)sin (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝜑𝜑𝜑𝜑

𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑚𝑚𝑚𝑚! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

         … … … … … … … . … . . ( 8) 
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�   𝑠𝑠𝑠𝑠 , से गणुा कर� जहा,ं 𝜃𝜃𝜃𝜃(s) द्वारा 

प�रभा�षत �कया गया है 
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𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  

 और समोच्च समाकल  L के साथ एक�करण (integrating along the contour integral L) म� प�रभा�षत 

�कया गया है।  
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⎢
⎢
⎡
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 (a 1, A 1; α1), … , (an, An; αn), (an+1, A n+1), … , (ap, Ap)
 
 

 (b1, B1), … … … , (bm, Bm ), �bm+1, Bm+1, βm+1 �, … . . , (bq, Bq; βq)⎦
⎥
⎥
⎤
        

                          = 1
2πi

 ∫   
L   θ(s)zs ds ………..............................................…..(9) 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑍𝑍𝑍𝑍𝑠𝑠𝑠𝑠

𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)
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𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)    (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠) 
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=
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∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠      … … … ….(10) 

प�रणाम एक�करण और योग के चरण� को पुनव्यर्विस्थत करके और (9) लागू करके प्राप्त 

�कया जा सकता है। क्य��क श्रृंखला प�र�मत है और समाकल मौजूद है, इस�लए योग और 

एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 

क्य��क श्रृखंला s के संबंध म� समान रूप से अ�भस�रत होती है [4]। 
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 �नरंतर है और द� गई शत� परू� होने पर समाकल्य �बल्कुल अ�भस�रत 

होता है [5]। 

(z) }kjk nh xbZ J`a[kyk ls çfrLFkkfir djuk 

 
 

�
22𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑠𝑠𝑠𝑠)sin (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝜑𝜑𝜑𝜑

𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑚𝑚𝑚𝑚! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

         … … … … … … … . … . . ( 8) 

बशत�, S < 1, 0 ⦤ ∅ ⦤ π और n, एक गरै-नकारात्मक पणूा�क है | 

समीकरण(8) के दोन� प�� को व्यजंक(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) 𝚪𝚪𝚪𝚪(1-s) �𝑍𝑍𝑍𝑍
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प�रभा�षत �कया गया है 
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एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 
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होता है [5]। 

(z)¾

 
 

�
22𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑠𝑠𝑠𝑠)sin (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝜑𝜑𝜑𝜑

𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑚𝑚𝑚𝑚! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

         … … … … … … … . … . . ( 8) 

बशत�, S < 1, 0 ⦤ ∅ ⦤ π और n, एक गरै-नकारात्मक पणूा�क है | 

समीकरण(8) के दोन� प�� को व्यजंक(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) 𝚪𝚪𝚪𝚪(1-s) �𝑍𝑍𝑍𝑍
4
�   𝑠𝑠𝑠𝑠 , से गणुा कर� जहा,ं 𝜃𝜃𝜃𝜃(s) द्वारा 

प�रभा�षत �कया गया है 

θ(s)   =   
∏ Γ �bj− Bjs  �∏ Γ aj(1−aj+ Ajs )n

j=1 
m
j=1 

∏ Γ β j(1−bj
q
j=m+1 + Bjs ) ∏ Γ (aj−Ajs )

p
j=n+1 

 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛1−𝑠𝑠𝑠𝑠  (CosØ )  को 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) द्वारा द� गई श्रृंखला से प्र�तस्था�पत करना 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) =

∑ (2𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑧𝑧𝑧𝑧−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!(𝑟𝑟𝑟𝑟+12)  𝑘𝑘𝑘𝑘
 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  

 और समोच्च समाकल  L के साथ एक�करण (integrating along the contour integral L) म� प�रभा�षत 

�कया गया है।  
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L   θ(s)zs ds ………..............................................…..(9) 
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𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(32 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝐿𝐿𝐿𝐿
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠
∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛+2𝑟𝑟𝑟𝑟+1)Ø

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟+2−𝑠𝑠𝑠𝑠)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠      … … … ….(10) 

प�रणाम एक�करण और योग के चरण� को पुनव्यर्विस्थत करके और (9) लागू करके प्राप्त 

�कया जा सकता है। क्य��क श्रृंखला प�र�मत है और समाकल मौजूद है, इस�लए योग और 

एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 

क्य��क श्रृखंला s के संबंध म� समान रूप से अ�भस�रत होती है [4]। 

𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) = 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)

 �नरंतर है और द� गई शत� परू� होने पर समाकल्य �बल्कुल अ�भस�रत 

होता है [5]। 

 vkSj leksPp lekdy L ds lkFk ,dhdj.k ¼integrating along the contour integral L½ esa ifjHkkf"kr 
fd;k x;k gSA



vkfdc gkfen Mkj] Hkkjrh lDlsuk ,oa vU;] Þxkek Qyuksa ds ;ksx ds inksa okys lkekU;h—r H̅&Qyu dh ladyu ------ß

33;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024

 
 

�
22𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑠𝑠𝑠𝑠)sin (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1)𝜑𝜑𝜑𝜑

𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑚𝑚𝑚𝑚! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

         … … … … … … … . … . . ( 8) 

बशत�, S < 1, 0 ⦤ ∅ ⦤ π और n, एक गरै-नकारात्मक पणूा�क है | 

समीकरण(8) के दोन� प�� को व्यजंक(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) 𝚪𝚪𝚪𝚪(1-s) �𝑍𝑍𝑍𝑍
4
�   𝑠𝑠𝑠𝑠 , से गणुा कर� जहा,ं 𝜃𝜃𝜃𝜃(s) द्वारा 

प�रभा�षत �कया गया है 

θ(s)   =   
∏ Γ �bj− Bjs  �∏ Γ aj(1−aj+ Ajs )n

j=1 
m
j=1 

∏ Γ β j(1−bj
q
j=m+1 + Bjs ) ∏ Γ (aj−Ajs )

p
j=n+1 

 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛1−𝑠𝑠𝑠𝑠  (CosØ )  को 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) द्वारा द� गई श्रृंखला से प्र�तस्था�पत करना 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) =

∑ (2𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑧𝑧𝑧𝑧−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!(𝑟𝑟𝑟𝑟+12)  𝑘𝑘𝑘𝑘
 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  

 और समोच्च समाकल  L के साथ एक�करण (integrating along the contour integral L) म� प�रभा�षत 

�कया गया है।  

   𝐻𝐻𝐻𝐻�  p,q
m,n 

⎣
⎢
⎢
⎡
 z│

 (a 1, A 1; α1), … , (an, An; αn), (an+1, A n+1), … , (ap, Ap)
 
 

 (b1, B1), … … … , (bm, Bm ), �bm+1, Bm+1, βm+1 �, … . . , (bq, Bq; βq)⎦
⎥
⎥
⎤
        

                          = 1
2πi

 ∫   
L   θ(s)zs ds ………..............................................…..(9) 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑍𝑍𝑍𝑍𝑠𝑠𝑠𝑠

𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑚𝑚𝑚𝑚!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)    (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(32 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝐿𝐿𝐿𝐿
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠
∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛+2𝑟𝑟𝑟𝑟+1)Ø

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟+2−𝑠𝑠𝑠𝑠)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠      … … … ….(10) 

प�रणाम एक�करण और योग के चरण� को पुनव्यर्विस्थत करके और (9) लागू करके प्राप्त 

�कया जा सकता है। क्य��क श्रृंखला प�र�मत है और समाकल मौजूद है, इस�लए योग और 

एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 

क्य��क श्रृखंला s के संबंध म� समान रूप से अ�भस�रत होती है [4]। 

𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) = 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)

 �नरंतर है और द� गई शत� परू� होने पर समाकल्य �बल्कुल अ�भस�रत 

होता है [5]। 

ifj.kke ,dhdj.k vkSj ;ksx ds pj.kksa dks iquoZ~;ofLFkr djds vkSj ¼9½ ykxw djds çkIr fd;k tk 

ldrk gSA D;ksafd J`a[kyk ifjfer gS vkSj lekdy ekStwn gS] blfy, ;ksx vkSj ,dhdj.k ds vuqØe esa 

ckbZa vksj dk la'kks/ku mfpr gSA ;g nkbZa vksj le> esa vkrk gS D;ksafd J`a[kyk s ds laca/k esa leku :i 

ls vfHklfjr gksrh gS [4]A
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4
�   𝑠𝑠𝑠𝑠 , से गणुा कर� जहा,ं 𝜃𝜃𝜃𝜃(s) द्वारा 

प�रभा�षत �कया गया है 

θ(s)   =   
∏ Γ �bj− Bjs  �∏ Γ aj(1−aj+ Ajs )n

j=1 
m
j=1 

∏ Γ β j(1−bj
q
j=m+1 + Bjs ) ∏ Γ (aj−Ajs )

p
j=n+1 

 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛𝑛𝑛1−𝑠𝑠𝑠𝑠  (CosØ )  को 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) द्वारा द� गई श्रृंखला से प्र�तस्था�पत करना 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑛𝑛𝑛𝑛𝑟𝑟𝑟𝑟  (𝑧𝑧𝑧𝑧) =

∑ (2𝑟𝑟𝑟𝑟)𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑧𝑧𝑧𝑧−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑛𝑛𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑘𝑘)!(𝑟𝑟𝑟𝑟+12)  𝑘𝑘𝑘𝑘
 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  

 और समोच्च समाकल  L के साथ एक�करण (integrating along the contour integral L) म� प�रभा�षत 

�कया गया है।  

   𝐻𝐻𝐻𝐻�  p,q
m,n 

⎣
⎢
⎢
⎡
 z│

 (a 1, A 1; α1), … , (an, An; αn), (an+1, A n+1), … , (ap, Ap)
 
 

 (b1, B1), … … … , (bm, Bm ), �bm+1, Bm+1, βm+1 �, … . . , (bq, Bq; βq)⎦
⎥
⎥
⎤
        

                          = 1
2πi

 ∫   
L   θ(s)zs ds ………..............................................…..(9) 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑍𝑍𝑍𝑍𝑠𝑠𝑠𝑠

𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑚𝑚𝑚𝑚!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)    (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 2𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!𝛤𝛤𝛤𝛤(32 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
(2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑖𝑖𝑖𝑖)−1 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 

𝐿𝐿𝐿𝐿
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤𝑠𝑠𝑠𝑠
∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑟𝑟𝑟𝑟+𝑠𝑠𝑠𝑠) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛+2𝑟𝑟𝑟𝑟+1)Ø

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟+2−𝑠𝑠𝑠𝑠)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠      … … … ….(10) 

प�रणाम एक�करण और योग के चरण� को पुनव्यर्विस्थत करके और (9) लागू करके प्राप्त 

�कया जा सकता है। क्य��क श्रृंखला प�र�मत है और समाकल मौजूद है, इस�लए योग और 

एक�करण के अनुक्रम म� बा� ओर का संशोधन उ�चत है। यह दा� ओर समझ म� आता है 

क्य��क श्रृखंला s के संबंध म� समान रूप से अ�भस�रत होती है [4]। 

𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) = 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑛𝑛𝑛𝑛+2−2𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑠𝑠𝑠𝑠)

 �नरंतर है और द� गई शत� परू� होने पर समाकल्य �बल्कुल अ�भस�रत 

होता है [5]। 

fujarj gS vkSj nh xbZ 'krsaZ iwjh gksus ij lekdY; fcYdqy vfHklfjr gksrk 

gS [5]A

fo'ks"k fLFkfr;ka

	 lehdj.k ¼7½ esa tc αj¾1] ] ds fy, j ¾ 1]2]--------- ] vkSj βj ¾1] ds fy, j = m+1. ...... q] 
j[kus ij lehdj.k ¼1½ H— Qyu ds fy, ;ksx esa cny nsrk gS tks Q‚Dl }kjk fn;k x;k gS

 
 

 

�वशषे िस्थ�तयां 

1. समीकरण (7) म� जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,, के �लए j = 1,2,......... , और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j = m+1 , 

... q, रखने पर समीकरण (1) H- फलन के �लए योग म� बदल  देता है जो फॉक्स द्वारा 

�दया गया है 

 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2Ø�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)1
 (

3
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝,

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= ∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝑟𝑟𝑟𝑟!

∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 sin(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1) Ø 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  

 
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�𝑝𝑝𝑝𝑝
 , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)

 
 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     …..(11)                                    

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, 

जहा,ं ∆ = ∑  A jn
j=1  – ∑  A j 

p
j=n+1 + ∑  B j 

m
j=1  −   ∑  B j      > 0

q
j=m+1    ……............………(12)              

 समीकरण (7) को n के सम अथवा �वषम होने के अनसुार �भन्न-�भन्न समीकरण� से व्यक्त �कया 

जाता है | [7] 

य�द n सम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚− 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

  
 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)   𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3

2
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= �
2(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)! (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

(2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(12 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟
(12,−12) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø) × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),
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�वशषे िस्थ�तयां 

1. समीकरण (7) म� जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,, के �लए j = 1,2,......... , और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j = m+1 , 

... q, रखने पर समीकरण (1) H- फलन के �लए योग म� बदल  देता है जो फॉक्स द्वारा 

�दया गया है 

 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2Ø�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)1
 (

3
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝,

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= ∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝑟𝑟𝑟𝑟!

∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 sin(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1) Ø 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  

 
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�𝑝𝑝𝑝𝑝
 , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)

 
 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     …..(11)                                    

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, 

जहा,ं ∆ = ∑  A jn
j=1  – ∑  A j 

p
j=n+1 + ∑  B j 

m
j=1  −   ∑  B j      > 0

q
j=m+1    ……............………(12)              

 समीकरण (7) को n के सम अथवा �वषम होने के अनसुार �भन्न-�भन्न समीकरण� से व्यक्त �कया 

जाता है | [7] 

य�द n सम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚− 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

  
 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)   𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3

2
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= �
2(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)! (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

(2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(12 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟
(12,−12) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø) × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),

 

 

tgka] 

 
 

 

�वशषे िस्थ�तयां 

1. समीकरण (7) म� जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,, के �लए j = 1,2,......... , और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j = m+1 , 

... q, रखने पर समीकरण (1) H- फलन के �लए योग म� बदल  देता है जो फॉक्स द्वारा 

�दया गया है 

 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2Ø�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)1
 (

3
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝,

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= ∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝑟𝑟𝑟𝑟!

∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 sin(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1) Ø 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  

 
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�𝑝𝑝𝑝𝑝
 , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)

 
 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     …..(11)                                    

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, 

जहा,ं ∆ = ∑  A jn
j=1  – ∑  A j 

p
j=n+1 + ∑  B j 

m
j=1  −   ∑  B j      > 0

q
j=m+1    ……............………(12)              

 समीकरण (7) को n के सम अथवा �वषम होने के अनसुार �भन्न-�भन्न समीकरण� से व्यक्त �कया 

जाता है | [7] 

य�द n सम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚− 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

  
 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)   𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3

2
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= �
2(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)! (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

(2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(12 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟
(12,−12) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø) × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),

 

 

 

 
 

 

�वशषे िस्थ�तयां 

1. समीकरण (7) म� जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,, के �लए j = 1,2,......... , और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j = m+1 , 

... q, रखने पर समीकरण (1) H- फलन के �लए योग म� बदल  देता है जो फॉक्स द्वारा 

�दया गया है 

 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2Ø�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)1
 (

3
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝,

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= ∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝑟𝑟𝑟𝑟!

∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 sin(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1) Ø 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  

 
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�𝑝𝑝𝑝𝑝
 , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)

 
 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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, 
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j=1  – ∑  A j 

p
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m
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q
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 समीकरण (7) को n के सम अथवा �वषम होने के अनसुार �भन्न-�भन्न समीकरण� से व्यक्त �कया 

जाता है | [7] 

य�द n सम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚− 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

  
 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)   𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3

2
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= �
2(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)! (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

(2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(12 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟
(12,−12) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø) × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),

 

 

 
 

 

�वशषे िस्थ�तयां 

1. समीकरण (7) म� जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,, के �लए j = 1,2,......... , और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j = m+1 , 

... q, रखने पर समीकरण (1) H- फलन के �लए योग म� बदल  देता है जो फॉक्स द्वारा 

�दया गया है 

 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2Ø�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)1
 (

3
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝,

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= ∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝑟𝑟𝑟𝑟!

∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 sin(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1) Ø 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  

 
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�𝑝𝑝𝑝𝑝
 , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)

 
 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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 समीकरण (7) को n के सम अथवा �वषम होने के अनसुार �भन्न-�भन्न समीकरण� से व्यक्त �कया 

जाता है | [7] 

य�द n सम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚− 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

  
 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)   𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3

2
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= �
2(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)! (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

(2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(12 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟
(12,−12) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø) × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),

 

 

 

lehdj.k ¼7½ dks n ds le vFkok fo"ke gksus ds vuqlkj fHkUu&fHkUu lehdj.kksa ls O;ä fd;k tkrk gS 

| [7]

;fn n le gks rks]

 
 

 

�वशषे िस्थ�तयां 

1. समीकरण (7) म� जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,, के �लए j = 1,2,......... , और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j = m+1 , 

... q, रखने पर समीकरण (1) H- फलन के �लए योग म� बदल  देता है जो फॉक्स द्वारा 

�दया गया है 

 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2Ø�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)1
 (

3
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝,

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= ∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝑟𝑟𝑟𝑟!

∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 sin(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1) Ø 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  

 
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�𝑝𝑝𝑝𝑝
 , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)

 
 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     …..(11)                                    
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, 

जहा,ं ∆ = ∑  A jn
j=1  – ∑  A j 

p
j=n+1 + ∑  B j 

m
j=1  −   ∑  B j      > 0

q
j=m+1    ……............………(12)              

 समीकरण (7) को n के सम अथवा �वषम होने के अनसुार �भन्न-�भन्न समीकरण� से व्यक्त �कया 

जाता है | [7] 

य�द n सम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚− 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

  
 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)   𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3

2
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= �
2(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)! (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

(2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(12 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟
(12,−12) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø) × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),

 

 

 
 

 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)    𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑃𝑃𝑃𝑃 , (2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙
 

 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1), ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  ……………...........................…….(13) 

य�द n �वषम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

2𝑚𝑚𝑚𝑚+1

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3
2

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)
 
 
 

(3 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=  
4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø
√𝜋𝜋𝜋𝜋

�
(1 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!
(1 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑎𝑎𝑎𝑎 cos 2∅) ×𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2
𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙+1

 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2∅
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 3,2),  

 

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗) , (1,1; 1)𝑞𝑞𝑞𝑞
 ⎦

⎥
⎥
⎤
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 है | 

जहां, θ समीकरण (2) द्वारा �दया जाता है और ∆ समीकरण (12) द्वारा �दया जाता है [8]  

समीकरण (7) म� n = 1 रख� और z को z sin2Ø, r को r-1 से,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃  

से प्र�तस्था�पत कर�  
  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3,2) और 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  द्वारा   

�3
2

, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  हम�  𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए �नम्न�ल�खत योग सतू्र समीकरण 

(15) से  प्राप्त होता है [9]।  

            𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
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 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)    𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑃𝑃𝑃𝑃 , (2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙
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(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 3,2),  

 

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗) , (1,1; 1)𝑞𝑞𝑞𝑞
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जहां, θ समीकरण (2) द्वारा �दया जाता है और ∆ समीकरण (12) द्वारा �दया जाता है [8]  

समीकरण (7) म� n = 1 रख� और z को z sin2Ø, r को r-1 से,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃  

से प्र�तस्था�पत कर�  
  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3,2) और 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  द्वारा   

�3
2

, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  हम�  𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए �नम्न�ल�खत योग सतू्र समीकरण 

(15) से  प्राप्त होता है [9]।  

            𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙
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 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 



vkfdc gkfen Mkj] Hkkjrh lDlsuk ,oa vU;] Þxkek Qyuksa ds ;ksx ds inksa okys lkekU;h—r H̅&Qyu dh ladyu ------ß

35;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024
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(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 3,2),  
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जहां, θ समीकरण (2) द्वारा �दया जाता है और ∆ समीकरण (12) द्वारा �दया जाता है [8]  

समीकरण (7) म� n = 1 रख� और z को z sin2Ø, r को r-1 से,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃  

से प्र�तस्था�पत कर�  
  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3,2) और 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  द्वारा   

�3
2

, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  हम�  𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए �नम्न�ल�खत योग सतू्र समीकरण 

(15) से  प्राप्त होता है [9]।  

            𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

c'krsZ n xSj&udkjkRed iw.kkaZd gS] 0 ⦤Ø⦤π] θ >0 vkSj |arg z| 

 
 

 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)    𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑃𝑃𝑃𝑃 , (2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙
 

 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1), ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  ……………...........................…….(13) 

य�द n �वषम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

2𝑚𝑚𝑚𝑚+1

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3
2

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)
 
 
 

(3 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=  
4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø
√𝜋𝜋𝜋𝜋

�
(1 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!
(1 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑎𝑎𝑎𝑎 cos 2∅) ×𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2
𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙+1

 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2∅
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 3,2),  

 

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗) , (1,1; 1)𝑞𝑞𝑞𝑞
 ⎦

⎥
⎥
⎤
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बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2
 है | 

जहां, θ समीकरण (2) द्वारा �दया जाता है और ∆ समीकरण (12) द्वारा �दया जाता है [8]  

समीकरण (7) म� n = 1 रख� और z को z sin2Ø, r को r-1 से,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃  

से प्र�तस्था�पत कर�  
  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3,2) और 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  द्वारा   

�3
2

, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  हम�  𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए �नम्न�ल�खत योग सतू्र समीकरण 

(15) से  प्राप्त होता है [9]।  

            𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 gS |

tgka] θ lehdj.k ¼2½ }kjk fn;k tkrk gS vkSj ∆ lehdj.k ¼12½ }kjk fn;k tkrk gS [8]

lehdj.k ¼7½ esa n ¾ 1 j[ksa vkSj z dks z sin2Ø] r dks r&1 ls] 1¼aj]Aj;αj½l] l+1¼aj,Aj½P

ls çfrLFkkfir djsa 

1¼aj]Aj;αj½l] l+1¼aj]Aj½p] ¼3]2½ vkSj 1¼bj]Bj½k, k+1¼bj]Bj;βj½q }kjk

¼3/2]1½] 1¼bj]Bj½k. k+1¼bj]Bj;βj½q gesa H̅& Qyu ds fy, fuEufyf[kr ;ksx lw= lehdj.k ¼15½ ls çkIr 

gksrk gS [9]A

 
 

 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)    𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑃𝑃𝑃𝑃 , (2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙
 

 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1), ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  ……………...........................…….(13) 

य�द n �वषम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

2𝑚𝑚𝑚𝑚+1

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3
2

+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)
 
 
 

(3 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=  
4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø
√𝜋𝜋𝜋𝜋

�
(1 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!
(1 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟(𝑎𝑎𝑎𝑎 cos 2∅) ×𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2
𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑙𝑙𝑙𝑙+1

 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2∅
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 3,2),  

 

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗) , (1,1; 1)𝑞𝑞𝑞𝑞
 ⎦

⎥
⎥
⎤
  ………….............................……(14 ) 
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जहां, θ समीकरण (2) द्वारा �दया जाता है और ∆ समीकरण (12) द्वारा �दया जाता है [8]  

समीकरण (7) म� n = 1 रख� और z को z sin2Ø, r को r-1 से,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃  

से प्र�तस्था�पत कर�  
  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3,2) और 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  द्वारा   

�3
2

, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  हम�  𝑯𝑯𝑯𝑯� − फलन के �लए �नम्न�ल�खत योग सतू्र समीकरण 

(15) से  प्राप्त होता है [9]।  

            𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
 

=
4
√𝜋𝜋𝜋𝜋

�𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑛𝑛𝑛𝑛(
∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=0

cos2∅)𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1

 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2∅
 

�

(1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1; 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,
 
 
 

�32, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,
 

 

     

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1)
 
 
 

 𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

    ……………..................................................................……….(15) 
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जहां, θ (8) द्वारा �दया जाता है [10]। . 

2. समीकरण  (9) म�  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗  = 1, के �लए j = 1,2, .........,n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, j=1 के �लए j = m+1, ... .q, 

रखने पर, एक योग सतू्र प्राप्त  होता है 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के रूप म� जो समीकरण (16) म� �दया गया 
है [11]। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= 4
√𝜃𝜃𝜃𝜃
∑ (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1)𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑛𝑛𝑛𝑛(cos 2∅)𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=0  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2∅|

(1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1)
 
 
 

�32, 1�,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  ……(16) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, जहां ∆ �दया गया है (6)। 

सूत्र - 2 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗; 1 �  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃 

 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗; 1)  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 c'krsZ n xSj&udkjkRed iw.kkaZd gS] 0 ⦤Ø⦤π ] θ >0 vkSj |arg z| <

 
 

 

�वशषे िस्थ�तयां 

1. समीकरण (7) म� जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,, के �लए j = 1,2,......... , और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j = m+1 , 

... q, रखने पर समीकरण (1) H- फलन के �लए योग म� बदल  देता है जो फॉक्स द्वारा 

�दया गया है 

 

√𝜋𝜋𝜋𝜋
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Ø�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2Ø�

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)1
 (

3
2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝,

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= ∑ (𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑟𝑟𝑟𝑟)!
𝑛𝑛𝑛𝑛!𝑟𝑟𝑟𝑟!

∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0 sin(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 1) Ø 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  

 
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�𝑝𝑝𝑝𝑝
 , (2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)

 
 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),  1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)𝑞𝑞𝑞𝑞 

 

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     …..(11)                                    
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, 

जहा,ं ∆ = ∑  A jn
j=1  – ∑  A j 

p
j=n+1 + ∑  B j 

m
j=1  −   ∑  B j      > 0

q
j=m+1    ……............………(12)              

 समीकरण (7) को n के सम अथवा �वषम होने के अनसुार �भन्न-�भन्न समीकरण� से व्यक्त �कया 

जाता है | [7] 

य�द n सम हो तो,  

�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠Ø− 1)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎! (2𝑚𝑚𝑚𝑚− 𝑎𝑎𝑎𝑎)! 2𝑟𝑟𝑟𝑟

2𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

  
 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗)   𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3

2
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1)𝑙𝑙𝑙𝑙

 

 
 
 

(2 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 2),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,  𝑘𝑘𝑘𝑘+1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= �
2(2𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)! (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)!

(2𝑚𝑚𝑚𝑚)! 𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(12 + 𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝑎𝑎𝑎𝑎)

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑟𝑟𝑟𝑟
(12,−12) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø) × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2Ø
 

�

(1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎, 1; 1),
 
 

(2 + 2𝑚𝑚𝑚𝑚, 2),

 

 

 gS |

tgka] θ ¼8½ }kjk fn;k tkrk gS [10]A -
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lehdj.k ¼9½ esa αj ¾ 1] ds fy, j ¾ 1]2] ---------]n vkSj βj¾1] j¾1 ds fy, j ¾ m+1] --- ]q] j[kus 
ij] ,d ;ksx lw= çkIr gksrk gS] tks lehdj.k ¼16½ esa fn;k x;k gS [11]A

 
 

=
4
√𝜋𝜋𝜋𝜋

�𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑛𝑛𝑛𝑛(
∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=0

cos2∅)𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1

 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2∅
 

�

(1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1; 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,
 
 
 

�32, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,
 

 

     

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1)
 
 
 

 𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

    ……………..................................................................……….(15) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2
 है | 

जहां, θ (8) द्वारा �दया जाता है [10]। . 

2. समीकरण  (9) म�  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗  = 1, के �लए j = 1,2, .........,n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, j=1 के �लए j = m+1, ... .q, 

रखने पर, एक योग सतू्र प्राप्त  होता है 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के रूप म� जो समीकरण (16) म� �दया गया 
है [11]। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= 4
√𝜃𝜃𝜃𝜃
∑ (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1)𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑛𝑛𝑛𝑛(cos 2∅)𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=0  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2∅|

(1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1)
 
 
 

�32, 1�,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  ……(16) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, जहां ∆ �दया गया है (6)। 

सूत्र - 2 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗; 1 �  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃 

 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗; 1)  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

c'krsZ n xSj&udkjkRed iw.kkaZd gS] 0 ⦤Ø⦤π ] θ >0 vkSj |arg z| 

 
 

=
4
√𝜋𝜋𝜋𝜋

�𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑛𝑛𝑛𝑛(
∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=0

cos2∅)𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1

 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2∅
 

�

(1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1; 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,
 
 
 

�32, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,
 

 

     

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1)
 
 
 

 𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

    ……………..................................................................……….(15) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2
 है | 

जहां, θ (8) द्वारा �दया जाता है [10]। . 

2. समीकरण  (9) म�  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗  = 1, के �लए j = 1,2, .........,n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, j=1 के �लए j = m+1, ... .q, 

रखने पर, एक योग सतू्र प्राप्त  होता है 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के रूप म� जो समीकरण (16) म� �दया गया 
है [11]। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= 4
√𝜃𝜃𝜃𝜃
∑ (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1)𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑛𝑛𝑛𝑛(cos 2∅)𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=0  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2∅|

(1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1)
 
 
 

�32, 1�,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  ……(16) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, जहां ∆ �दया गया है (6)। 

सूत्र - 2 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗; 1 �  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃 

 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗; 1)  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 tgka ∆ fn;k x;k gS ¼6½A

lw= & 2

 
 

=
4
√𝜋𝜋𝜋𝜋

�𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑛𝑛𝑛𝑛(
∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=0

cos2∅)𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2
𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1

 �
 

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖2∅
 

�

(1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1; 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,
 
 
 

�32, 1� ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑘𝑘𝑘𝑘 ,
 

 

     

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1)
 
 
 

 𝑘𝑘𝑘𝑘+1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

    ……………..................................................................……….(15) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2
 है | 

जहां, θ (8) द्वारा �दया जाता है [10]। . 

2. समीकरण  (9) म�  𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗  = 1, के �लए j = 1,2, .........,n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, j=1 के �लए j = m+1, ... .q, 

रखने पर, एक योग सतू्र प्राप्त  होता है 𝐻𝐻𝐻𝐻�- फलन के रूप म� जो समीकरण (16) म� �दया गया 
है [11]। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑍𝑍𝑍𝑍
 
�

 1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= 4
√𝜃𝜃𝜃𝜃
∑ (𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1)𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑛𝑛𝑛𝑛(cos 2∅)𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+2,𝑞𝑞𝑞𝑞+2

𝑘𝑘𝑘𝑘+1,𝑙𝑙𝑙𝑙+1∞
𝑛𝑛𝑛𝑛=0  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2∅|

(1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1),  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (3 + 𝑚𝑚𝑚𝑚, 1)
 
 
 

�32, 1�,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  ……(16) 

बशत� n गैर-नकारात्मक पूणा�क है, 0 ⦤Ø⦤π , θ >0 और |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

, जहां ∆ �दया गया है (6)। 

सूत्र - 2 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗; 1 �  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃 

 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗; 1)  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
 

=  �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1) 1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                  ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

   × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 
 

(1,1),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  ………......................................……(17) 

जब, 
1
2

<  𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

      

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                  ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 
 

(𝐾𝐾𝐾𝐾, 1),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  …………(18) 

                                                    जब, 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

बशत� Re(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) > Re(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗) > 0 for j =1,2, ...,𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜃𝜃𝜃𝜃 >0 , |arg z| < 𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , 

जहां, θ (8) द्वारा �दया जाता है . 

प्रमाण:  बाएँ ओर = 1
2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜋𝜋𝜋𝜋

 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

 
𝐿𝐿𝐿𝐿 (𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(−1)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                 ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 



vkfdc gkfen Mkj] Hkkjrh lDlsuk ,oa vU;] Þxkek Qyuksa ds ;ksx ds inksa okys lkekU;h—r H̅&Qyu dh ladyu ------ß

37;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024

 
 

=  �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1) 1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                  ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

   × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 
 

(1,1),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  ………......................................……(17) 

जब, 
1
2

<  𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

      

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                  ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 
 

(𝐾𝐾𝐾𝐾, 1),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  …………(18) 

                                                    जब, 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

बशत� Re(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) > Re(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗) > 0 for j =1,2, ...,𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜃𝜃𝜃𝜃 >0 , |arg z| < 𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , 

जहां, θ (8) द्वारा �दया जाता है . 

प्रमाण:  बाएँ ओर = 1
2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜋𝜋𝜋𝜋

 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

 
𝐿𝐿𝐿𝐿 (𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(−1)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                 ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

tgka] θ ¼8½ }kjk fn;k tkrk gS -

 
 

=  �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1) 1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                  ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

   × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 
 

(1,1),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  ………......................................……(17) 

जब, 
1
2

<  𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

      

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                  ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 
 

(𝐾𝐾𝐾𝐾, 1),  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  …………(18) 

                                                    जब, 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

बशत� Re(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗) > Re(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗) > 0 for j =1,2, ...,𝑙𝑙𝑙𝑙 , 𝜃𝜃𝜃𝜃 >0 , |arg z| < 𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , 

जहां, θ (8) द्वारा �दया जाता है . 

प्रमाण:  बाएँ ओर = 1
2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜋𝜋𝜋𝜋

 ∫ 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

 
𝐿𝐿𝐿𝐿 (𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

=
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠

 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(−1)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                 ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

dk mi;ksx djrs gq, ¼13½ vFkkZr

 
 

का उपयोग करत ेहुए (13) अथार्त 

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠 ∏ �𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)

� =  ∑
(−1𝛼𝛼𝛼𝛼) (𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑟𝑟𝑟𝑟 

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑟𝑟𝑟𝑟)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1   𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝛹𝛹𝛹𝛹𝑘𝑘𝑘𝑘  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑎𝑎𝑎𝑎, 1), (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 

 
                                           ;𝛼𝛼𝛼𝛼

 
 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 ........(19) 

 

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1  𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                               ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�
𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 ,
 

𝐿𝐿𝐿𝐿
 

योग और एक�करण का क्रम बदलना। यह �सद्ध होता है (19)।(15) का प्रमाण समान है; (19) के 

स्थान पर, 

 

∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

= �
(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑎𝑎𝑎𝑎)   𝑘𝑘𝑘𝑘+1

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝛹𝛹𝛹𝛹   

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),   (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 

 

                                           ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑘𝑘𝑘𝑘
     … … . . (20) 

(20) का प्रयोग α और s के साथ क्रमशः 1
𝛼𝛼𝛼𝛼
 और -s द्वारा प्र�तस्था�पत �कया जाता है। योग और 

अतंः�क्रया के क्रम म� प�रवतर्न उ�चत है क्य��क, श्रृंखला  

�
1

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                      ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  

एक अतंराल a ⦤ s ⦤ b म� समान रूप से प�रव�त र्त होता है। 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) सतत है और समाकलन तब 

�वद्यमान होता है जब द� गई शत� परू� होती ह�। [14] 

 

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠
 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(−1)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

�वशषे िस्थ�तयां 
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ij]

 
 

का उपयोग करत ेहुए (13) अथार्त 

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠 ∏ �𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)

� =  ∑
(−1𝛼𝛼𝛼𝛼) (𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑟𝑟𝑟𝑟 

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑟𝑟𝑟𝑟)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1   𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝛹𝛹𝛹𝛹𝑘𝑘𝑘𝑘  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑎𝑎𝑎𝑎, 1), (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 

 
                                           ;𝛼𝛼𝛼𝛼

 
 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 ........(19) 

 

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1  𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                               ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�
𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 ,
 

𝐿𝐿𝐿𝐿
 

योग और एक�करण का क्रम बदलना। यह �सद्ध होता है (19)।(15) का प्रमाण समान है; (19) के 

स्थान पर, 

 

∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

= �
(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑎𝑎𝑎𝑎)   𝑘𝑘𝑘𝑘+1

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝛹𝛹𝛹𝛹   

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),   (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 

 

                                           ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑘𝑘𝑘𝑘
     … … . . (20) 

(20) का प्रयोग α और s के साथ क्रमशः 1
𝛼𝛼𝛼𝛼
 और -s द्वारा प्र�तस्था�पत �कया जाता है। योग और 

अतंः�क्रया के क्रम म� प�रवतर्न उ�चत है क्य��क, श्रृंखला  

�
1

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                      ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  

एक अतंराल a ⦤ s ⦤ b म� समान रूप से प�रव�त र्त होता है। 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) सतत है और समाकलन तब 

�वद्यमान होता है जब द� गई शत� परू� होती ह�। [14] 

 

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠
 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(−1)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

�वशषे िस्थ�तयां 

¼20½ dk ç;ksx α vkSj s ds lkFk Øe'k% 1/α vkSj - s }kjk çfrLFkkfir fd;k tkrk gSA ;ksx vkSj 

var%fØ;k ds Øe esa ifjorZu mfpr gS D;ksafd] J`a[kyk

 
 

का उपयोग करत ेहुए (13) अथार्त 

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠 ∏ �𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)

� =  ∑
(−1𝛼𝛼𝛼𝛼) (𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑟𝑟𝑟𝑟 

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑟𝑟𝑟𝑟)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1   𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝛹𝛹𝛹𝛹𝑘𝑘𝑘𝑘  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑎𝑎𝑎𝑎, 1), (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 

 
                                           ;𝛼𝛼𝛼𝛼

 
 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 ........(19) 

 

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1  𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                               ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�
𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 ,
 

𝐿𝐿𝐿𝐿
 

योग और एक�करण का क्रम बदलना। यह �सद्ध होता है (19)।(15) का प्रमाण समान है; (19) के 

स्थान पर, 

 

∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

= �
(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑎𝑎𝑎𝑎)   𝑘𝑘𝑘𝑘+1

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝛹𝛹𝛹𝛹   

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),   (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 

 

                                           ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑘𝑘𝑘𝑘
     … … . . (20) 

(20) का प्रयोग α और s के साथ क्रमशः 1
𝛼𝛼𝛼𝛼
 और -s द्वारा प्र�तस्था�पत �कया जाता है। योग और 

अतंः�क्रया के क्रम म� प�रवतर्न उ�चत है क्य��क, श्रृंखला  

�
1

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                      ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  

एक अतंराल a ⦤ s ⦤ b म� समान रूप से प�रव�त र्त होता है। 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) सतत है और समाकलन तब 

�वद्यमान होता है जब द� गई शत� परू� होती ह�। [14] 

 

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠
 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(−1)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

�वशषे िस्थ�तयां 

,d varjky a ⦤ s ⦤ b esa leku :i ls ifjofrZr gksrk gSA θ(s) lrr gS vkSj lekdyu rc fo|eku 

gksrk gS tc nh xbZ 'krsaZ iwjh gksrh gSaA [14]

 
 

का उपयोग करत ेहुए (13) अथार्त 

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑠𝑠𝑠𝑠 ∏ �𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗+𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)

� =  ∑
(−1𝛼𝛼𝛼𝛼) (𝑠𝑠𝑠𝑠) 

𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑟𝑟𝑟𝑟 

𝑟𝑟𝑟𝑟!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑟𝑟𝑟𝑟)
∞
𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1   𝑘𝑘𝑘𝑘+1𝛹𝛹𝛹𝛹𝑘𝑘𝑘𝑘  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑎𝑎𝑎𝑎, 1), (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 

 
                                           ;𝛼𝛼𝛼𝛼

 
 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 ........(19) 

 

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1  𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                               ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖
�
𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑠𝑠𝑠𝑠)

𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 ,
 

𝐿𝐿𝐿𝐿
 

योग और एक�करण का क्रम बदलना। यह �सद्ध होता है (19)।(15) का प्रमाण समान है; (19) के 

स्थान पर, 

 

∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 − 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑗𝑗𝑗𝑗=1

= �
(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑎𝑎!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑎𝑎𝑎𝑎)   𝑘𝑘𝑘𝑘+1

∞

𝑟𝑟𝑟𝑟=0

𝛹𝛹𝛹𝛹   

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑎𝑎𝑎𝑎, 1),   (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 

 

                                           ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑘𝑘𝑘𝑘 1
 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑘𝑘𝑘𝑘
     … … . . (20) 

(20) का प्रयोग α और s के साथ क्रमशः 1
𝛼𝛼𝛼𝛼
 और -s द्वारा प्र�तस्था�पत �कया जाता है। योग और 

अतंः�क्रया के क्रम म� प�रवतर्न उ�चत है क्य��क, श्रृंखला  

�
1

𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                      ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  

एक अतंराल a ⦤ s ⦤ b म� समान रूप से प�रव�त र्त होता है। 𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠) सतत है और समाकलन तब 

�वद्यमान होता है जब द� गई शत� परू� होती ह�। [14] 

 

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑖𝑖𝑖𝑖

�𝜃𝜃𝜃𝜃(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑧𝑧𝑧𝑧𝑠𝑠𝑠𝑠
 

𝐿𝐿𝐿𝐿

�
(−1)𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑘𝑘𝑘𝑘
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1 (1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠 

�वशषे िस्थ�तयां fo'ks"k fLFkfr;ka

	  lehdj.k [17] esa αj ¾1] ds fy, j¾ 1] 2 ] --- --- ---] n vkSj βj ¾ 1 ds fy, j ¾ m+1] --- -q] 
j[kus ij H— Qyu ds fy, ;ksx esa cny nsrk gS tks H— Qyu eStj }kjk fn;k x;k gS :

 
 

1.  समीकरण [17] म� जब म� 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j= 1,2 , ... ... ..., n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1,, के �लए j = 

m+1 , ... .q, रखने पर H- फलन के �लए योग म� बदल देता है जो H- फलन मैज़र द्वारा 
�दया गया है : 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
                        

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                               ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
  𝑧𝑧𝑧𝑧 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 

(1,1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

… . (21) 

                                                            जब, 
1
2

<  𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

 

= ∑ 1
𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧   

 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

..............................................................................................................................................(22)                                                         

 जब,   0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 , प्रदान �कया गया, Re𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 > Re𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 >0 for j=1,2,... ,1, ∆> 0, के �लए, और | arg z| 

< ∆𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , जहाँ, ∆ (12) द्वारा �दया गया है। [12] 

H�  p+1,q+1
m,n+1   �  z  │  

1(a, α; 1),  1�a j , A j, ; α j� n ,  n+1(a j, A j) p
 

  1(b j , B j m  ,  m+1 �b j, B j; β j� q , (a + r , α; 1)
 � 

    

= (-1 )r H�  p+1,q+1
m+1,n   

⎣
⎢
⎢
⎡  
z  
 
�

 1(a j , A jk ;α j)  ,  n+1(a j , A jk ) p ,(a ,α)n
 

 
 

     1(a + r, α),  1�b j , B jk � m ,  m+1(b j , B jk ; βj) q⎦
⎥
⎥
⎤
  

𝑯𝑯𝑯𝑯� - फलन के �नम्न�ल�खत प�रणाम (17) और (18) क्रमशः (11) और (12) से �नकाले जा सकत े

ह�। 



vkfdc gkfen Mkj] Hkkjrh lDlsuk ,oa vU;] Þxkek Qyuksa ds ;ksx ds inksa okys lkekU;h—r H̅&Qyu dh ladyu ------ß

39;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024

 
 

1.  समीकरण [17] म� जब म� 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j= 1,2 , ... ... ..., n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1,, के �लए j = 

m+1 , ... .q, रखने पर H- फलन के �लए योग म� बदल देता है जो H- फलन मैज़र द्वारा 
�दया गया है : 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
                        

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                               ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
  𝑧𝑧𝑧𝑧 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 

(1,1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

… . (21) 

                                                            जब, 
1
2

<  𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

 

= ∑ 1
𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧   

 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

..............................................................................................................................................(22)                                                         

 जब,   0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 , प्रदान �कया गया, Re𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 > Re𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 >0 for j=1,2,... ,1, ∆> 0, के �लए, और | arg z| 

< ∆𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , जहाँ, ∆ (12) द्वारा �दया गया है। [12] 

H�  p+1,q+1
m,n+1   �  z  │  

1(a, α; 1),  1�a j , A j, ; α j� n ,  n+1(a j, A j) p
 

  1(b j , B j m  ,  m+1 �b j, B j; β j� q , (a + r , α; 1)
 � 

    

= (-1 )r H�  p+1,q+1
m+1,n   

⎣
⎢
⎢
⎡  
z  
 
�

 1(a j , A jk ;α j)  ,  n+1(a j , A jk ) p ,(a ,α)n
 

 
 

     1(a + r, α),  1�b j , B jk � m ,  m+1(b j , B jk ; βj) q⎦
⎥
⎥
⎤
  

𝑯𝑯𝑯𝑯� - फलन के �नम्न�ल�खत प�रणाम (17) और (18) क्रमशः (11) और (12) से �नकाले जा सकत े

ह�। 

tc] 0<α<1] Recj> Redj >0 tgk¡] j ¾1]2]---  ∆>0] ds fy,] vkSj  

| arg z| < ∆π/2 ] tgk¡] ∆ ¼12½ }kjk fn;k x;k gSA [12]

 
 

1.  समीकरण [17] म� जब म� 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j= 1,2 , ... ... ..., n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1,, के �लए j = 

m+1 , ... .q, रखने पर H- फलन के �लए योग म� बदल देता है जो H- फलन मैज़र द्वारा 
�दया गया है : 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
                        

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                               ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
  𝑧𝑧𝑧𝑧 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 

(1,1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

… . (21) 

                                                            जब, 
1
2

<  𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

 

= ∑ 1
𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧   

 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

..............................................................................................................................................(22)                                                         

 जब,   0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 , प्रदान �कया गया, Re𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 > Re𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 >0 for j=1,2,... ,1, ∆> 0, के �लए, और | arg z| 

< ∆𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , जहाँ, ∆ (12) द्वारा �दया गया है। [12] 

H�  p+1,q+1
m,n+1   �  z  │  

1(a, α; 1),  1�a j , A j, ; α j� n ,  n+1(a j, A j) p
 

  1(b j , B j m  ,  m+1 �b j, B j; β j� q , (a + r , α; 1)
 � 

    

= (-1 )r H�  p+1,q+1
m+1,n   

⎣
⎢
⎢
⎡  
z  
 
�

 1(a j , A jk ;α j)  ,  n+1(a j , A jk ) p ,(a ,α)n
 

 
 

     1(a + r, α),  1�b j , B jk � m ,  m+1(b j , B jk ; βj) q⎦
⎥
⎥
⎤
  

𝑯𝑯𝑯𝑯� - फलन के �नम्न�ल�खत प�रणाम (17) और (18) क्रमशः (11) और (12) से �नकाले जा सकत े

ह�। 
H̅& Qyu ds fuEufyf[kr ifj.kke ¼17½ vkSj ¼18½ Øe'k% ¼11½ vkSj ¼12½ ls fudkys tk ldrs gSaA

 
 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 ,  1 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 
 

 1�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  

= �
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1), (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 ×                                         

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(0,1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃 

 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1)

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     ....................................................(23) 

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 (−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                      ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1) 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
   ..................................................(24) 

जब,    2 >𝛼𝛼𝛼𝛼 > 1  , प्रदान �कया गया, Re𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 > Re𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 >0 for j=1,2,... , 𝑙𝑙𝑙𝑙, ∆> 0, के �लए, और | arg z| < 
∆𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , जहाँ, 𝜃𝜃𝜃𝜃 (8) द्वारा �दया गया है। [13] 

2. �नम्न�ल�खत प�रणाम प्राप्त करने के �लए प�रणाम (17), (18) म� 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,  j = 1,2,..., 𝑙𝑙𝑙𝑙 

रखने पर: 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼

 
�

 1�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 , 1; 1�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,   1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 , 1; 1)  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 
 

1.  समीकरण [17] म� जब म� 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 =1, के �लए j= 1,2 , ... ... ..., n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗 =1,, के �लए j = 

m+1 , ... .q, रखने पर H- फलन के �लए योग म� बदल देता है जो H- फलन मैज़र द्वारा 
�दया गया है : 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 �𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
                        

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                               ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑃𝑃𝑃𝑃+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
  𝑧𝑧𝑧𝑧 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 

(1,1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

… . (21) 

                                                            जब, 
1
2

<  𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

 

= ∑ 1
𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                                ;𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

 × 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧   

 
�

 1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

..............................................................................................................................................(22)                                                         

 जब,   0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 , प्रदान �कया गया, Re𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 > Re𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 >0 for j=1,2,... ,1, ∆> 0, के �लए, और | arg z| 

< ∆𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , जहाँ, ∆ (12) द्वारा �दया गया है। [12] 

H�  p+1,q+1
m,n+1   �  z  │  

1(a, α; 1),  1�a j , A j, ; α j� n ,  n+1(a j, A j) p
 

  1(b j , B j m  ,  m+1 �b j, B j; β j� q , (a + r , α; 1)
 � 

    

= (-1 )r H�  p+1,q+1
m+1,n   

⎣
⎢
⎢
⎡  
z  
 
�

 1(a j , A jk ;α j)  ,  n+1(a j , A jk ) p ,(a ,α)n
 

 
 

     1(a + r, α),  1�b j , B jk � m ,  m+1(b j , B jk ; βj) q⎦
⎥
⎥
⎤
  

𝑯𝑯𝑯𝑯� - फलन के �नम्न�ल�खत प�रणाम (17) और (18) क्रमशः (11) और (12) से �नकाले जा सकत े

ह�। 
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𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 ,  1 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 
 

 1�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  

= �
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1), (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 ×                                         

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(0,1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃 

 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1)

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     ....................................................(23) 

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 (−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                      ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1) 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
   ..................................................(24) 

जब,    2 >𝛼𝛼𝛼𝛼 > 1  , प्रदान �कया गया, Re𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 > Re𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 >0 for j=1,2,... , 𝑙𝑙𝑙𝑙, ∆> 0, के �लए, और | arg z| < 
∆𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , जहाँ, 𝜃𝜃𝜃𝜃 (8) द्वारा �दया गया है। [13] 

2. �नम्न�ल�खत प�रणाम प्राप्त करने के �लए प�रणाम (17), (18) म� 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,  j = 1,2,..., 𝑙𝑙𝑙𝑙 

रखने पर: 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼

 
�

 1�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 , 1; 1�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,   1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 , 1; 1)  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

tc] 2 >α > 1] Recj> Redj >0 tgk j¾1]2]--- ∆>0] ds fy,] vkSj | arg z| < ∆π/2 ] tgk¡] θ 
¼8½ }kjk fn;k x;k gSA [13]

2-	 fuEufyf[kr ifj.kke çkIr djus ds fy, ifj.kke ¼17½] ¼18½ esa Dj¾1] j ¾ 1] 2] ---] l j[kus ij:

 
 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 ,  1 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 
 

 1�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  

= �
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1), (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 ×                                         

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(0,1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑃𝑃𝑃𝑃 

 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1)

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     ....................................................(23) 

= �
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛤𝛤𝛤𝛤(−𝑘𝑘𝑘𝑘)

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

  𝑙𝑙𝑙𝑙+1 𝛹𝛹𝛹𝛹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

 (−𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                      ;
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1) 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
   ..................................................(24) 

जब,    2 >𝛼𝛼𝛼𝛼 > 1  , प्रदान �कया गया, Re𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 > Re𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 >0 for j=1,2,... , 𝑙𝑙𝑙𝑙, ∆> 0, के �लए, और | arg z| < 
∆𝜃𝜃𝜃𝜃
2

 , जहाँ, 𝜃𝜃𝜃𝜃 (8) द्वारा �दया गया है। [13] 

2. �नम्न�ल�खत प�रणाम प्राप्त करने के �लए प�रणाम (17), (18) म� 𝐷𝐷𝐷𝐷𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,  j = 1,2,..., 𝑙𝑙𝑙𝑙 

रखने पर: 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+𝑙𝑙𝑙𝑙,𝑞𝑞𝑞𝑞+𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+𝑙𝑙𝑙𝑙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼

 
�

 1�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗 , 1; 1�  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,   1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗 , 1; 1)  𝑙𝑙𝑙𝑙  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 
 

= �
𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

�
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1𝐹𝐹𝐹𝐹1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                   ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

    ×
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
  𝑧𝑧𝑧𝑧 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 

      
 

(1,1),  1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

   ...................................................(25) 

                                                                  जब,     1
2

< 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

= ∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑗𝑗𝑗𝑗=1  ∑ 1

𝑘𝑘𝑘𝑘!
  𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑙𝑙𝑙𝑙𝐹𝐹𝐹𝐹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

 1(−𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                          ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ....................................................(26) 

                                                                           जब,     0 < 1 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 , 

 

= ∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑗𝑗𝑗𝑗=1  ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1𝐹𝐹𝐹𝐹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘)  1 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                          ;  1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 (0,1; 1),1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  ,𝑞𝑞𝑞𝑞
 (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1)

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  ......................................(27) 

 जब,    2>𝛼𝛼𝛼𝛼>1 



vkfdc gkfen Mkj] Hkkjrh lDlsuk ,oa vU;] Þxkek Qyuksa ds ;ksx ds inksa okys lkekU;h—r H̅&Qyu dh ladyu ------ß

41;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024

 
 

= �
𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

�
1

𝑘𝑘𝑘𝑘!𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1𝐹𝐹𝐹𝐹1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘),  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                   ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1− 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

    ×
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1
𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
  𝑧𝑧𝑧𝑧 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 

      
 

(1,1),  1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

   ...................................................(25) 

                                                                  जब,     1
2

< 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 1 

= ∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝛤𝛤𝛤𝛤(1−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑗𝑗𝑗𝑗=1  ∑ 1

𝑘𝑘𝑘𝑘!
  𝑘𝑘𝑘𝑘+𝑙𝑙𝑙𝑙𝐹𝐹𝐹𝐹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

 1(−𝑘𝑘𝑘𝑘)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ,  1 (1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                          ;  𝛼𝛼𝛼𝛼
 

 1(1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ....................................................(26) 

                                                                           जब,     0 < 1 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 , 

 

= ∏ 𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑗𝑗𝑗𝑗=1  ∑ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1𝐹𝐹𝐹𝐹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘)  1 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                          ;  1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  × 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 (0,1; 1),1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  ,𝑞𝑞𝑞𝑞
 (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1)

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  ......................................(27) 

 जब,    2>𝛼𝛼𝛼𝛼>1 

tc] 2>α>1
 

 

= �
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

 �
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!   𝑙𝑙𝑙𝑙+1𝐹𝐹𝐹𝐹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘)  1 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                          ; 
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 × 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 (1− 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1),1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  ,𝑞𝑞𝑞𝑞
 (1,1; 1)

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ........................................(28) 

बशत� �क जब 1< α, (24) के तहत द� गई शत� परू� ह�। 

जब 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 0, 𝛼𝛼𝛼𝛼 पर िस्थ�त म� ढ�ल द� जा सकती है और �फर प�रणाम (25) से (28) �नम्न�ल�खत 

रूप लेत ेह�। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  

= ∑
(1𝛼𝛼𝛼𝛼−1)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 

(1,1),  1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ......(27) 

बशत�,  �1
𝛼𝛼𝛼𝛼
− 1� <  1; 

= ∑ (1−𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(0,1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ........(28) 

बशत�,    |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑ (𝛼𝛼𝛼𝛼−1)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(0,1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
......(29) 
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= �
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝛤𝛤𝛤𝛤(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)

𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗=1

 �
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
  𝑙𝑙𝑙𝑙+1𝐹𝐹𝐹𝐹𝑙𝑙𝑙𝑙  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

(−𝑘𝑘𝑘𝑘)  1 ,  1 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 
 

                                          ; 
1
𝛼𝛼𝛼𝛼 

 1(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑙𝑙𝑙𝑙 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

 × 

 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 (1− 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1),1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  ,𝑞𝑞𝑞𝑞
 (1,1; 1)

 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ........................................(28) 

बशत� �क जब 1< α, (24) के तहत द� गई शत� परू� ह�। 

जब 𝑙𝑙𝑙𝑙 = 0, 𝛼𝛼𝛼𝛼 पर िस्थ�त म� ढ�ल द� जा सकती है और �फर प�रणाम (25) से (28) �नम्न�ल�खत 

रूप लेत ेह�। 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧𝛼𝛼𝛼𝛼 

 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  

= ∑
(1𝛼𝛼𝛼𝛼−1)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 
 

(1,1),  1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ......(27) 

बशत�,  �1
𝛼𝛼𝛼𝛼
− 1� <  1; 

= ∑ (1−𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

(0,1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 (𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 ........(28) 

बशत�,    |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑ (𝛼𝛼𝛼𝛼−1)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(0,1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
......(29) 
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बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑
(1−1𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 .....(30) 

बशत�   |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1, प�रणाम(27) से (30) म� सशतर् ह�, 𝜃𝜃𝜃𝜃 > 0 और |arg z|<𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2
.जहाँ, 𝜃𝜃𝜃𝜃 (2) 

द्वारा �दया गया ह�। जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,  j = 1,2, ... ... ...,n के �लए, ... ... ...,n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗=1, के �लए j = m+1, 

... .q,, (33)से (32) म� प�रवतर्न कर देता है: 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎤
 = ∑

(1𝛼𝛼𝛼𝛼−1)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

 
 

(1,1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎤

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  ...............(31) 

बशत�,    �1
𝛼𝛼𝛼𝛼
− 1� < 1; 

= ∑ (1−𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 .........................................(32) 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1 

= ∑ (𝛼𝛼𝛼𝛼−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

(0,1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
...........................................(33) 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑
(1−1𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 .....................................(34) 

बशत�, �1 − 1
𝛼𝛼𝛼𝛼
� < 1; प�रणाम (31) से (34) म� अ�त�रक्त शत� ∆> 0,  |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃

2
∆. 

 
 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑
(1−1𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 .....(30) 

बशत�   |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1, प�रणाम(27) से (30) म� सशतर् ह�, 𝜃𝜃𝜃𝜃 > 0 और |arg z|<𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2
.जहाँ, 𝜃𝜃𝜃𝜃 (2) 

द्वारा �दया गया ह�। जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,  j = 1,2, ... ... ...,n के �लए, ... ... ...,n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗=1, के �लए j = m+1, 

... .q,, (33)से (32) म� प�रवतर्न कर देता है: 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎤
 = ∑

(1𝛼𝛼𝛼𝛼−1)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

 
 

(1,1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎤

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  ...............(31) 

बशत�,    �1
𝛼𝛼𝛼𝛼
− 1� < 1; 

= ∑ (1−𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 .........................................(32) 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1 

= ∑ (𝛼𝛼𝛼𝛼−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

(0,1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
...........................................(33) 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑
(1−1𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 .....................................(34) 

बशत�, �1 − 1
𝛼𝛼𝛼𝛼
� < 1; प�रणाम (31) से (34) म� अ�त�रक्त शत� ∆> 0,  |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃

2
∆. 

 

 
 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑
(1−1𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 .....(30) 

बशत�   |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1, प�रणाम(27) से (30) म� सशतर् ह�, 𝜃𝜃𝜃𝜃 > 0 और |arg z|<𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2
.जहाँ, 𝜃𝜃𝜃𝜃 (2) 

द्वारा �दया गया ह�। जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,  j = 1,2, ... ... ...,n के �लए, ... ... ...,n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗=1, के �लए j = m+1, 

... .q,, (33)से (32) म� प�रवतर्न कर देता है: 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎤
 = ∑

(1𝛼𝛼𝛼𝛼−1)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

 
 

(1,1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎤

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  ...............(31) 

बशत�,    �1
𝛼𝛼𝛼𝛼
− 1� < 1; 

= ∑ (1−𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 .........................................(32) 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1 

= ∑ (𝛼𝛼𝛼𝛼−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

(0,1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
...........................................(33) 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑
(1−1𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 .....................................(34) 

बशत�, �1 − 1
𝛼𝛼𝛼𝛼
� < 1; प�रणाम (31) से (34) म� अ�त�रक्त शत� ∆> 0,  |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃

2
∆. 

 
 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑
(1−1𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1; 1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑛𝑛𝑛𝑛 ,  𝑛𝑛𝑛𝑛+1 (𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑚𝑚𝑚𝑚
 ,  𝑚𝑚𝑚𝑚+1

 �𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗;𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1; 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 .....(30) 

बशत�   |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1, प�रणाम(27) से (30) म� सशतर् ह�, 𝜃𝜃𝜃𝜃 > 0 और |arg z|<𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
2
.जहाँ, 𝜃𝜃𝜃𝜃 (2) 

द्वारा �दया गया ह�। जब 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,  j = 1,2, ... ... ...,n के �लए, ... ... ...,n और 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑗𝑗𝑗𝑗=1, के �लए j = m+1, 

... .q,, (33)से (32) म� प�रवतर्न कर देता है: 

𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑞𝑞𝑞𝑞
𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎤
 = ∑

(1𝛼𝛼𝛼𝛼−1)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛

⎣
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧 
 
�

 1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗) , (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)𝑝𝑝𝑝𝑝
 

 
 

(1,1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎤

∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  ...............(31) 

बशत�,    �1
𝛼𝛼𝛼𝛼
− 1� < 1; 

= ∑ (1−𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚+1,𝑛𝑛𝑛𝑛  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
 𝑧𝑧𝑧𝑧
 
�

 1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 , (0,1)
 
 

(𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑞𝑞𝑞𝑞  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 .........................................(32) 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1 

= ∑ (𝛼𝛼𝛼𝛼−1)𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0  𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

(0,1),  1�𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (𝑘𝑘𝑘𝑘, 1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
...........................................(33) 

बशत�, |1 − 𝛼𝛼𝛼𝛼| < 1; 

= ∑
(1−1𝛼𝛼𝛼𝛼)   𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘!
∞
𝑘𝑘𝑘𝑘=0 𝐻𝐻𝐻𝐻�𝑝𝑝𝑝𝑝+1,𝑞𝑞𝑞𝑞+1

𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑛𝑛𝑛𝑛+1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡  
𝑧𝑧𝑧𝑧  
 
�

(1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘, 1),  1(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐴𝐴𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗)  𝑝𝑝𝑝𝑝 
 
 
 

 1�𝑏𝑏𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 ,𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗�  𝑞𝑞𝑞𝑞 , (1,1)
 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 .....................................(34) 

बशत�, �1 − 1
𝛼𝛼𝛼𝛼
� < 1; प�रणाम (31) से (34) म� अ�त�रक्त शत� ∆> 0,  |arg z| <𝜃𝜃𝜃𝜃

2
∆. 
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tgka] ∆ ¼12½ }kjk fn;k x;k gSA tc Aj ¾ Bj ¾1]lehdj.k ¼31½ ls ¼34½ esa j[kus ij JhokLro ,oa 

vU; [6] ds ifj.kke feyrs gSa A

fu"d"kZ%

H̅& Qyu dh ladyu J`a[kyk dh mi;ksfxrk fofHkUu xf.krh; dk;ksaZ dks O;ä djus vkSj tfVy 
xf.krh; leL;kvksa dks gy djus dh {kerk esa fufgr gSA H̅& Qyu] ftls Q‚Dl ds H̅& Qyu ds :i 
esa Hkh tkuk tkrk gS] ,d fo'ks"k Qyu gS tks dbZ vU; fof'k"V Qyuksa dks lkekU;h—r djrk gSA bldh 
J`a[kyk dk çfrfuf/kRo dkQh tfVy gks ldrk gS vkSj blesa 'kkfey H̅& Qyu ds fof'k"V ekinaMksa vkSj 
fLFkfr;ksa ij fuHkZj djrk gSA H̅& Qyu vkSj bldh J`a[kyk çfrfuf/kRo dh mi;ksfxrk dk;ksaZ dh ,d 
foLr`r J`a[kyk dks O;ä djus dh {kerk esa fufgr gS] fo'ks"k :i ls xf.krh; HkkSfrdh vkSj bathfu;fjax 
esa lkeus vkus okys dk;ksaZ dks O;ä djus dh {kerk esaA fof'k"V Qyuksa dk lkekU;hdj.k H̅& Qyu dh 
ladyu J`a[kyk ,d lkekU;hdj.k gS ftlesa dbZ çfl) fo'ks"k Qyu 'kkfey gSa] tSls vfrT;kferh; Qyu] 
ehtj dk th&Qyu vkSj vU;A ;g fofHkUu xf.krh; dk;ksaZ ds ,dh—r mipkj dh vuqefr nsrk gSA 
vody lehdj.kksa dks gy djuk H̅&Qyu dh ladyu J`a[kyk vDlj HkkSfrdh] bathfu;fjax vkSj vU; 
oSKkfud {ks=ksa esa vody lehdj.kksa ds lek/kku ds :i esa mRiUu gksrs gSaA
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laL—r dSls lh[ksa \
How to Learn Sanskrit?
vk—fr Bkdqj1] ;ksxs'k 'kekZ2

Aakriti Thakur1, Yogesh Sharma2

1 'kks/kPNk=k] laL—r] n'kZu ,oa oSfnd v/;;u foHkkx] ouLFkyh fo|kihB] jktLFkku
2lg vkpk;Z & dykdks'k foHkkx] bfUnjk xk¡/kh jk"Vªh; dyk dsUæ] ubZ fnYyh

aakritithakur2@gmail.com, ycsharma2000@yahoo.co.in
https://doie.org/10.0121/VP.2025568057

çLrqr ys[k esa laL—r ds lE;d~ vocks/k ,oa ç;ksx dks le>us esa lgk;d çR;; ij fopkj fd;k 
tk jgk gSA çR;; vFkZcks/k esa okD; fufeZfr ds çeq[k ?kVd gSaA okD; dh lajpuk esa vusd fHkUu&fHkUu 
inksa dk ç;ksx gksrk gSA buesa ls dqN in drkZ dh Hkwfedk esa gksrs gSaA dqN in laKk] fo'ks"k.k vkfn dh 
Hkwfedk esa gksrs gSaA dqN in fØ;k dh Hkwfedk esa gksrs gSaA çk;'k% lHkh inksa dh fufeZfr esa ç—fr&çR;; dh 
gh Hkwfedk gksrh gSA çR;;ksa esa dqN çR;; /kkrq ds lkFk yxdj drkZ] deZ] dj.k] fo'ks"k.k] laKk vkfn dk 
fuekZ.k djrs gSa rks dqN çR;; fØ;kin dk fuekZ.k djrs gSaA iw.kZr% fØ;kin ds :i esa ç;qä gksus okys 
çR;; ^fr³~* gksrs gSa] ftudk mYys[k çFke ys[k esa la{ksi esa fd;k tk pqdk gSA ;s çR;; drkZ ls lEc) 
fØ;kin ds :i esa opu vkSj iq#"k ds vuqlkj ç;qä gksrs gSaA fr³~ çR;;ksa esa ls çFke ukS fuEufyf[kr gSa&

iq#"k@opu ,dopu f}opu cgqopu

çFkeiq#"k fri~ rl~ f>

e/;eiq#"k fli~ Fkl~ Fk

mÙkeiq#"k fei~ ol~ el~

;s çR;; ijLeSin ds :i esa ç;qä gksrs gSaA blds vUrxZr drkZ dh fØ;k dk Qy fdlh vU; dks 
çkIr gksrk gSA tSls& l% vksnua ipfrA  ¼og Hkkr idkrk gSA½

mi;qZä okD; esa Hkkr idkus dk dk;Z fdlh vU; ds fy, fd;k tk jgk gS] vFkkZr~ ids gq, pkoyksa 
dks og Lo;a ugha [kk;sxkA blh çdkj vfUre ukS çR;; fuEufyf[kr gSa&

iq#"k@opu ,dopu f}opu cgqopu

çFkeiq#"k r vkrke~ >

e/;eiq#"k Fkkl~ vkFkke~ /oe~

mÙkeiq#"k bV~ ofg efg³~

;s çR;; vkReusin ds :i esa ç;qä gksrs gSaA blds vUrxZr drkZ dh fØ;k dk Qy Lo;a drkZ dks 
çkIr gksrk gSA tSls& l% vksnua iprsA  ¼og vius fy, Hkkr idkrk gSA½

mi;qZä okD; esa Hkkr idkus dk dk;Z Lo;a ds fy, fd;k tk jgk gS vFkkZr~ ids gq, pkoyksa dks og 
Lo;a [kk;sxkA
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vk—fr Bkdqj ,oa ;ksxs'k 'kekZ] ÞlaL—r dSls lh[ksa \Þ

mi;qZä 18 fr³~ çR;;ksa ls lHkh nl ydkjksa ¼yV~] y³~] yq³~] fyV~] yqV~] y`V~] y`³~] yksV~] fof/kfy³~ 
,oa vk'khfyZ³~½ dh fufeZfr gksrh gS vFkkZr~ fdlh Hkh drkZ ds }kjk dh tkus okyh fdlh Hkh fØ;k dk fdlh 
Hkh dky esa vFkok fdlh Hkko esa fd;k x;k ç;ksx] bu 18 fr³~ çR;;ksa ls gh gksrk gSA mnkgj.k ds fy, 
Hkw ¼gksuk½ /kkrq ds :i ns[ksa&

ydkj fØ;kin vFkZ

yV~ Hkofr gksrk gS

yqV~ Hkfork gksus okyk gS

y`V~ Hkfo";fr gksxk

y³~ vHkor~ gqvk

yq³~ vHkwr~ gqvk

fof/kfy³~ Hkosr~ gksuk pkfg,

yksV~ Hkorq gks

vk'khfyZ³~ Hkw;kr~ gks

fyV~ cHkwo gqvk

y`³~ vHkfo";r~ ;fn ,slk gksrk rks ,slk gksrk

drkZ dh dSlh Hkh fØ;kRed vfHkO;fä dk vk/kkj ;s fr³~ çR;; gh gSaA ;gk¡ rd dh nks fØ;kvksa dk 
,dlkFk ç;ksx Hkh fr³~ çR;;ksa ls gh lEHko gksrk gSA tSls& fiifB"kfr ¼i<+us dh bPNk djrk gS½

bl fØ;kin esa ^i<+uk* vkSj ^bPNk djuk* esa nks fØ;k,¡ gSa] ftlesa fri~ çR;; ds ç;ksx ls vfHkO;fä 
dh iw.kZrk lEiUu gksrh gSA bu fr³~ çR;;ksa ls cuus okys okP; rhu çdkj ds gksrs gSa&

¼1½ dr`ZokP;		 ¼2½ deZokP;	 ¼3½ HkkookP;

dr`ZokP; esa lkekU;r% fr³~ çR;;ksa ds vkReusinh ,oa ijLeSinh :i ns[kus dks feyrs gSa fdUrq deZokP; 
,oa HkkookP; esa vkReusin :i gh ns[kus dks feyrs gSaA laL—r esa okD; jpuk mi;qZä bUgha rhu okP;ksa 
esa gksrh gSA

dr`ZokP; esa okD; jpuk

tc okD; dh fØ;k drkZ dks ns[kdj pyrh gS] vFkkZr~ mlds iq#"k vkSj opu drkZ ds vuqlkj  
fu/kkZfjr gksrs gSa] rc ,sls okD; dks dr`ZokP; dk okD; dgk tkrk gSA ;Fkk&

•	 ckyd% xzUFka iBfrA ¼,d ckyd xzUFk i<+rk gSA½

•	 ckydkS xzUFka iBr%A ¼nks ckyd xzUFk i<+rs gSaA½

•	 ckydk% xzUFka iBfUrA ¼cgqr ls ckyd xzUFk i<+rs gSaA½

/;krO; gS fd drkZ ^ckyd%* çFkeiq#"k ,dopu esa gS] rks fØ;k Hkh çFkeiq#"k ,dopu esa gSA drkZ 
^ckydkS* çFkeiq#"k f}opu esa gS] rks fØ;k Hkh çFkeiq#"k f}opu esa gSA drkZ ^ckydk%* çFkeiq#"k cgqopu 
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esa gS] rks fØ;k Hkh çFkeiq#"k cgqopu esa gSA

blh çdkj dr`ZokP; ds vU; mnkgj.k fuEufyf[kr gSa &

•	 vga xzkea xPNkfeA ¼eSa xk¡o tkrk gw¡A½

•	 Roa dFkka 'k`.kksf"kA ¼rqe dFkk lqurs gksA½

•	 l% vlR;a onfrA ¼og vlR; cksyrk gSA½

•	 nsonÙk% ç'ua i`PNfrA ¼nsonÙk ç'u iwNrk gSA½

•	 ekrk Hkkstua nnkfrA ¼ekrk Hkkstu nsrh gSA½

•	 firk iq=a iky;frA ¼firk iq= dks ikyrk gSA½

dr`ZokP; ds okD;ksa esa drkZ esa çFkek foHkfä vkrh gSA deZ esa f}rh;k foHkfä vkrh gS vkSj fØ;k ds 
iq#"k opu drkZ ds vuqlkj gh fu/kkZfjr gksrs gSa vFkkZr~ drkZ ds mÙkeiq#"k gksus ij fØ;k Hkh mÙkeiq#"k esa 
gksrh gSA drkZ ds e/;eiq#"k gksus ij fØ;k Hkh e/;eiq#"k esa gksrh gSA drkZ ds çFkeiq#"k gksus ij fØ;k 
Hkh çFkeiq#"k esa gksrh gSA

deZokP; esa okD; jpuk

tc okD; dh fØ;k deZ dks ns[kdj pyrh gS vFkkZr~ mlds iq#"k vkSj opu deZ ds vuqlkj fu/kkZfjr 
gksrs gSa] rc ,sls okD; dks deZokP; dk okD; dgk tkrk gSA pw¡fd deZokP; dh fØ;k deZ dks ns[kdj 
gh pyrh gS vFkkZr~ deZ mÙkeiq#"k gksus ij fØ;k mÙkeiq#"k esa gksrh gSA deZ e/;e iq#"k gksus ij fØ;k 
e/;eiq#"k esa gksrh gSA deZ çFkeiq#"k gksus ij fØ;k çFkeiq#"k esa gksrh gSA deZokP; vkSj HkkookP; dh 
fØ;k dk drkZ ls dksbZ lEcU/k ugha gksrk gS blfy;s deZokP; ds okD;ksa ds drkZ esa lnk r`rh;k foHkfä 
gh gksrh gSA ;Fkk&

•	 ckydsu xzUFk% iBîrsA ¼ckyd ds }kjk xzUFk i<+k tkrk gSA½

•	 ckydsu xzUFkkS iBîsrsA ¼ckyd ds }kjk nks xzUFk i<+s tkrs gSaA½

•	 ckydsu xzUFkk% iBîUrsA ¼ckyd ds }kjk cgqr ls xzUFk i<+s tkrs gSaA½

/;krO; gS fd deZ ^xzUFk%* çFkeiq#"k ,dopu esa gS] rks fØ;k Hkh çFkeiq#"k ,dopu esa gSA deZ ^xzUFkkS* 
çFkeiq#"k f}opu esa gS] rks fØ;k Hkh çFkeiq#"k f}opu esa gSA deZ ^xzUFkk%* çFkeiq#"k cgqopu esa gS] rks 
fØ;k Hkh çFkeiq#"k cgqopu esa gSA blh çdkj deZokP; ds vU; mnkgj.k fuEufyf[kr gSa &

•	 Ro;k vga –';sA ¼rqEgkjs }kjk eSa ns[kh tkrh gw¡A½

•	 Roa eka i';flA ¼rqe eq>s ns[krs gksA½

•	 Roa vLeku~ i';flA ¼rqe gesa ns[krs gksA½

•	 Ro;k o;a –';kegsA ¼rqEgkjs }kjk ge ns[ks tkrs gSaA½

•	 vga Roka i';kfeA ¼eSa rqedks ns[krk gw¡A½

•	 e;k Roa –';lsA ¼esjs }kjk rqe ns[ks tkrs gksA½

•	 o;a ;q"eku~ i';ke%A ¼ge rqe lHkh dks ns[krs gSaA½
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•	 vLekfHk% ;w;a –';/osA ¼gekjs }kjk rqe lHkh ns[ks tkrs gksA½

;gk¡ /;krO; gS fd deZ mÙkeiq#"k ,dopu esa gS] rks fØ;k Hkh mÙkeiq#"k ,dopu esa gSA deZ 
e/;eiq#"k ,dopu esa gS] rks fØ;k Hkh e/;eiq#"k ,dopu esa gSA bl çdkj deZokP; ds okD;ksa esa drkZ 
esa r`rh;k foHkfä gksrh gSA deZ esa çFkek foHkfä gksrh gS vkSj fØ;k ds iq#"k ,oa opu deZ ds vuqlkj gh 
fu/kkZfjr gksrs gSaA

mijksDr mnkgj.kksa esa –'k /kkrq dk ç;ksx fd;k x;k gS] ftldk vFkZ 'ns[kuk' gSA –'k /kkrq dk ç;ksx 
ijLeSin ,oa vkReusin esa f'kr~ lokZ/kkrqd ,oa v/kZ/kkrqd fo/kku ds vk/kkj ij fHkUu&fHkUu çdkj ls gksrk 
gSA bldh ppkZ i`Fkd :i esa foLrkj ls vkxs ds vadksa esa dh tk,xhA ;gka 'kh?kz&vocks/k ds fy, bruk 
Hkj vko';d gS fd f'kr~ loZ/kkrqd çR;; (ijLeSin loZ/kkrqd ydkj & yV~] yksV~] yM~- fof/kfyM~-) ds 
lg;ksx ls fufeZr –'k /kkrq ls fØ;kin 'i';fr' vkfn dh rjg curs gSa rFkk vU;= lHkh LFkkuksa (Hkkookph 
vkReusin &–';rs vkfn ,oa v/kZ/kkrqd & fyV~] yqM~- y`V~] vk'khfyZM~- y`M~-] yqV~) ij fØ;kin '–';rs' 
vkfn dh rjg curs gSaA

HkkookP; esa okD; jpuk

tc okD; esa deZ ugha gksrk gS vFkok deZ jgrs gq, Hkh dgk ugha tkrk gS] rc fØ;k dk fu/kkZj.k deZ 
ds vuqlkj gks Hkh ugha ldrkA ,slh fLFkfr esa drkZ esa r`rh;k foHkfä gksrh gS vkSj deZ ds u gksus ds dkj.k 
fØ;k esa iq#"k çFke ,dopu gh gksrk gSA ,sls okD;ksa dks HkkookP; ds okD; dgrs gSaA tSls&

•	 nsonÙksu vkL;rsA ¼nsonÙk }kjk cSBk tkrk gSA½

•	 ckydsu lqI;rsA ¼ckyd }kjk lks;k tkrk gSA½

•	 Ro;k LFkh;rsA ¼rqEgkjs }kjk cSBk tkrk gSA½

•	 e;k thO;rsA ¼esjs }kjk th;k tkrk gSA½

•	 ckydsu #|rsA ¼ckyd }kjk jks;k tkrk gSA½

•	 e;k gL;rsA ¼esjs }kjk g¡lk tkrk gSA½

tc deZ gksrs gq, Hkh mls dgk ugha tkrk gS] rc Hkh fØ;k dks vdeZd gh ekuuk pkfg, vkSj buds 
ç;ksx esa Hkh fØ;k esa iq#"k çFke ,dopu gh yxkuk pkfg;sA ;Fkk&

Øe la-  dr`ZokP;  deZokP;@ HkkookP;

1 nsonÙk% iBfrA ¼nsonÙk i<+rk gSA½ nsonÙksu iBîrsA ¼nsonÙk }kjk i<+k tkrk gSA½

2 dU;k i';frA ¼dU;k ns[krh gSA½ dU;;k –';rsA ¼dU;k }kjk ns[kk tkrk gSA½

3 ckyd% [kknfrA ¼ckyd [kkrk gSA½ ckydsu [kk|rsA ¼ckyd }kjk [kk;k tkrk gSA½

4 Roa ficflA ¼rqe ihrs gksA½ Ro;k ih;rsA ¼rqEgkjs }kjk ih;k tkrk gSA½

mi;qZä rhu okP;ksa esa okD; jpuk gsrq gesa /kkrq¼fØ;k½ ds LoHkko dks tkuuk Hkh vko';d gSA /kkrq 
ds lkekU;r% nks çdkj gksrs gSa&

¼1½ ldeZd /kkrq		  ¼2½ vdeZd /kkrq
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ge tkurs gSa fd tks fØ;k dks djus okyk gS] mls drkZ dgrs gSaA drkZ viuh fØ;k ds }kjk ftls 
pkgrk gS] mls deZ dgrs gSaA ftu fØ;kvksa dk deZ gksrk gS] os ldeZd fØ;k,¡ gksrh gSaA ftu fØ;kvksa 
dk deZ ugha gksrk] os vdeZd fØ;k,¡ gksrh gSaA ldeZd vkSj vdeZd fØ;kvksa dks bl çdkj igpkusa&

ldeZd fØ;k& okD; esa tks Hkh fØ;k gks] mlesa ç'u yxkb;s& D;k \ vFkok fdldks\ mÙkj esa tks 
feys] mls gh ml fØ;k dk deZ tkfu;sA tSls&

•	 [kkrk gSA D;k [kkrk gS\ jksVhA ;gh [kkuk fØ;k dk deZ gSA

•	 /kksrk gSA D;k /kksrk gS\ diM+sA ;gh /kksuk fØ;k dk deZ gSA

•	 nsrk gSA D;k nsrk gS\ eqæk,¡A ;gh nsuk fØ;k dk deZ gSA

•	 fy[krk gSA D;k fy[krk gS\ i=A ;gh fy[kuk fØ;k dk deZ gSA

 bl çdkj tc ^D;k* dk mÙkj fey tk;s rks tkfu;s fd og fØ;k ldeZd gSA

vdeZd fØ;k& vc vdeZd fØ;k dks ns[ksa tSls&

•	 jksrk gSA D;k jksrk gS\ bldk dksbZ mÙkj ugha gSA

•	 lksrk gSA D;k lksrk gS\ bldk dksbZ mÙkj ugha gSA

•	 mBrk gSA D;k mBrk gS\ bldk dksbZ mÙkj ugha gSA

•	 ugkrk gSA D;k ugkrk gS\ bldk dksbZ mÙkj ugha gSA

vr% tc ^D;k* dk mÙkj u feys rks tkfu;s fd og fØ;k vdeZd gSA lkekU;r% vdeZd /kkrq bl 
çdkj gSa —

yTtklÙkkfLFkfrtkxj.ka o`f){k;Hk;thforej.ke~A 
'k;uØhMk#fpnhIR;FkZ /kkrqx.ka redeZdekgq%AA

yTtrs ¼yTtk djrk gS½] Hkofr ¼gksrk gS½] fr"Bfr ¼cSBrk gS½] tkxfrZ ¼tkxrk gS½] o/kZrs ¼c<+rk gS½] 
{kh;rs ¼{kh.k gksrk gS½] fcHksfr ¼Mjrk gS½] thofr ¼thrk gS½] fez;rs ¼ejrk gS½] 'ksrs ¼lksrk gS½] ØhMrs ¼[ksyrk 
gS½] jksprs ¼ilUn djrk gS½] nhI;rs ¼çdkf'kr gksrk gS½ vkfn /kkrq vkSj buds lekukFkZd lkjs /kkrq vdeZd 
gksrs gSaA

vfoof{krdeZd /kkrq& tc deZ gksrs gq, Hkh mls dgk ugha tkrk gS] rc Hkh fØ;k dks vdeZd gh ekuuk 
pkfg;sA tSls& nsonÙk% iBfrA cky% [kknfrA dU;k i';fr] vkfn fØ;k,¡ ldeZd gSa] fdUrq bu okD;ksa 
esa mudk deZ dgk ugha x;k] vr% bUgsa vdeZd gh ekuk tkuk pkfg;s vkSj buds ç;ksx esa Hkh okD; 
jpuk oSls gh djuk pkfg;s] tSlh vdeZd /kkrqvksa ds ç;ksx esa dh tkrh gSA

fr³~ çR;;ksa ds vfrfjä vfr³~ ¼—r~ vkfn½ çR;;ksa dh O;oLFkk Hkh laL—r O;kdj.k esa ns[kus dks 
feyrh gSA ;|fi okD; jpuk esa lkekU;r% fØ;kin ds :i esa fr³Ur in gh ç;qä gksrs gSa] fQj Hkh fr³~ 
çR;;ksa ls fHkUu vfr³~ ¼—r~½ çR;; Hkh fØ;kin ds :i esa ç;qä gksrs gSaA tSls& ;r~] D;i~] .;r~] rO;r~] 
vuh;j~ ä ,oa äorq vkfnA buesa ls ä ,oa äorq çR;; Hkwrdkfyd fØ;k dk cks/k djkus esa ç;qä gksrs 
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gSaA nksuksa esa ,d gh Hksn gS fd ^ä* çR;; dk ç;ksx deZokP; ,oa HkkookP; ds :i esa fd;k tkrk gSA 
tcfd ^äorq* çR;; dk ç;ksx dr`ZokP; esa fd;k tkrk gSA tSls&

e;k iqLrda ifBre~A ¼esjs }kjk iqLrd i<+h x;hA½

;g deZokP; dk okD; gSA blesa fØ;kin ^ifBre~* gSA ifBre~ dk ç;ksx deZ ¼iqLrda½ ds vuqlkj 
fd;k x;k gSA bl okD; esa fØ;kin deZ ds vuqlkj gSA drkZ ;gk¡ vuqä gSA blfy, blesa r`rh;k foHkfä 
dk ç;ksx fd;k x;k gSA blhçdkj äorq çR;; dr`ZokP; esa ç;qä gksrk gSA tSls&

l% iqLrda ifBroku~A ¼mlus iqLrd i<+hA½

bl okD; esa drkZ ç/kku ¼mä½ gS] vr% fØ;k ¼ifBroku~½ dk ç;ksx l% ¼drkZ½ ds vuqlkj fd;k x;k 
gSA bl okD; esa ^iqLrda* deZ gSA dr`ZokP; esa deZ vuqä ¼vç/kku½ gksrk gSA

ä vkSj äorq ds vfrfjä 'kr` vkSj 'kkup~ Hkh yV~ ydkj ds LFkku ij ç;qä gksrs gSaA tSls&

l% fodlr~ iq"ia i';frA ¼og f[kyrs gq, iq"i dks ns[krk gSA½

bl okD; esa fo+dLk~+'kr` çR;; dk ç;ksx gSA

'kr` vkSj 'kkup~ çR;; deZ vkfn ds fo'ks"k.k ds :i esa ç;qä gksrs gSaA

bl çdkj fØ;kin ds :i esa fr³~ ds vfrfjä —r çR;;ksa dk Hkh ç;ksx gksrk gSA —r çR;;ksa dk 
ç;ksx fØ;kin ds vfrfjä drkZ] dj.k] laKk] Hkko] fo'ks"k.kokph 'kCnksa dh fufeZfr esa Hkh gksrk gS] ftuds 
mnkgj.k bl çdkj gSa&

Øe la[;k 'kCn çR;; vFkZ in

1 ikrO;e~ rO; ihus ;ksX; fØ;k

2 t;uh;% vuh;j~ thrus ;ksX; fØ;k

3 xs;e~ ;r~ xkus ;ksX; fØ;k

4 LrqR;% D;i~ Lrqfr ;ksX; fØ;k

5 ikO;% .;r~ ifo= djus yk;d fØ;k

6 /kkfor% ä nkSM+k fØ;k

7 fyf[kroku~@fyf[krorh äorq fy[kk fØ;k

8 mä% ä dgk fØ;k

9 pksj;ek.k% 'kkup~ pqjkrk gqvk fo'ks"k.k

10 ØhMu~ 'kr` [ksyrk gqvk fo'ks"k.k

11 Hkoue~ Y;qV~ gksuk laKk

12 dkjd% .oqy djus okyk laKk@fo'ks"k.k

13 nkrk@nk=h r`p~ nsus okyk@nsus okyh laKk

14 Kkrqe~ rqequ~ tkuus ds fy, fØ;k¼vO;;½
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15 R;ä~ok ä~ok R;kxdj fØ;k¼vO;;½

16 foyksD; Y;i~ ns[kdj fØ;k¼vO;;½

17 ;ksx% ?k¥~ ;ksx laKk

18 turk ry~ turk laKk

19 'kfäeku~ erqi~ 'kfä ls ;qä fo'ks"k.k ¼iqfYyax½

20 /k`frerh erqi~ /kS;Z ls ;qä fo'ks"k.k¼L=hfyax½

/kkrq ds lkFk yxus okys çR;;ksa esa lukfn çR;; Hkh gksrs gSa ftudk ç;ksx fØ;k ds ewy Hkko ds 
vfrfjä vU; vFkZ ds cks/ku esa Hkh fd;k tkrk gSA

tSls& f.kp~ çR;;A bldk ç;ksx çsj.kkFkZd fØ;kvksa esa fd;k tkrk gSA mnkgj.kkFkZ&l% iqLrda 
ikB;frA ¼og iqLrd i<+krk gSA½

bl okD; esa ikB;fr in f.kp~ çR;; ls cuk gSA blds dkj.k 'iB~' /kkrq dk ewy vFkZ i<+uk ^i<+kus* 
esa ifjofrZr gks x;k gS] tks çsj.kkFkZd gSA bldk rkRi;Z gS& og iqLrd i<+krk gS vFkkZr~ og iqLrd i<+us 
ds fy, çsfjr djrk gSA

bl çdkj çLrqr ys[k esa /kkrq ds lkFk yxus okys çR;;ksa ds Lo:i ,oa ç;ksx ij fopkj fd;k x;k 
gSA blh çdkj vkxkeh ys[k esa rf)r ,oa L=h çR;;ksa ds Lo:i ,oa ç;ksx ij fopkj fd;k tk,xkA

vuqokn

1- 	 ikpd% vksnua ipfr/iprsA  	 ¼ikpd Hkkr idkrk gSA½

2- 	 Jheku~ jktfd'kksj% iqLrda iBfrA   	 ¼Jheku~ jktfd'kksj iqLrd i<+rs gSaA½

3- 	 jk/kk laL—rO;kdj.ka fiifB"kfrA   	 ¼jk/kk laL—r O;kdj.k i<+us dh bPNk djrh gSA½

4-	 ,rr~ oL=a /kkrO;e~ vfLrA   	 ¼;g oL= /kkj.k djus ;ksX; gSA½

5- 	 jk"Vªh;laxzgky;s n'kZuh;k çn'kZuh vklhr~A   	 ¼jk"Vªh; laxzgky; esa ns[kus ;ksX; çn'kZuh FkhA½

6- 	 o;a Nk=k% uO;a oLrqa ftKkflrqa lnk rRijk% fr"Bke%A ¼ge Nk= ubZ oLrq tkuus gsrq rRij jgrs gSaA½

7- 	 ;kfu dk;kZf.k drqZe~ vge~ vnka rkfu 'kh?kza lk/k;A	 ¼tks dk;Z eSaus djus dks fn, gSa] mUgsa 'kh?kz 
djksA½

8- 	 Hkoku~ fda Hkforqa ok¥~Nfr\  	 ¼vki D;k cuuk pkgrs gSa\½

9- 	 e;k ,rkfu iqLrdkfu dLeS ns;kfu\   	 ¼esjs }kjk ;s iqLrdsa fdls nsuh gSa\½

10- 	egf"kZn;kuUn% lokZf.k 'kkL=kf.k ifBroku~A   	 ¼egf"kZ n;kuUn us lkjs 'kkL= i<+sA½

11- 	x`gkf.k xPNUrh% ckfydk% çfrHkk vdFk;r~A  	 ¼?kj tkrh gqbZ yM+fd;ksa us çfrHkk ls dgkA½

12- 	ee fe=kf.k fpÙkkSM+nqxaZ u –"VoUr%A  	 ¼esjs fe=ksa us fpÙkkSM+ dk fdyk ugha ns[kkA½

13- 	ekrk ;q"eku~ fda i`"Vorh\   	 ¼ekrk us rqels D;k iwNk\½

14- 	rLeS ee okrkZ% #fprk% A   	 ¼mls esjh ckrsa vPNh yxhA½

15- 	o;a d"Vkfu lfgrqa/lks<qa lTtk% Le% ija u"Vaq dnkfi uSoA   ¼ge d"V lgus dks rS;kj gSa]  
		       ij u"V gksus dks dHkh ughaA½
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Anecdots From The History Of Modern Computing 
— V. Rajaraman

çLrqr iqLrd 72 dFkkvksa dh 'k`a[kyk ds ek/;e ls vk/kqfud dEI;wfVax ds bfrgkl dk 

Le`fr :i gSA  vk/kqfud dEI;wfVax dk vkjEHk isfUlyosfu;k fo'ofo|ky; ds bathfu;jksa }kjk 

o"kZ 1946 esa vk/kqfud lax`ghr çksxzke dEI;wVj ENIAC ds fuekZ.k ls gksrk gS ,oa ifjlekfIr 

pSVthihVh ¼Chat GPT½] tsfeuh vkSj vU; cM+s Hkk"kk e‚My&vk/kkfjr tujsfVo ,vkbZ ¼AI½ 
lgk;dksa dh dFkkvksa ls gksrh gS] tks o"kZ 2023 esa çdk'k esa vk, gSaA ;g vkfVZfQf'k;y 

baVsfytsal iwNs x, ç'uksa ds mlh Hkk"kk esa lgtrk ls mÙkj nsus ls ysdj fucU/k] dfork vkSj 

dEI;wVj çksxzke dh jpuk djus esa Hkh leFkZ gSA bl iqLrd esa 1200 ls 2500 'kCnksa ds e/; 

fyf[kr y?kq dFkkvksa dk ladyu gSA çR;sd dFkk vk/kqfud dEI;wfVax ds fodkl ls lEcfU/kr  

fdlh egÙoiw.kZ vkfo"dkj rFkk bl {ks= ds uokpkjh O;fä;ksa ls lEc) i{kksa dk mn~?kkVu Hkh 

djrh gSA bu dFkkvksa ds ek/;e ls dEI;wVj gkMZos;j] l‚¶Vos;j] ,fIyds'ku] dEI;wVj l¥~pkj 

vkSj —f=e cqf)eÙkk ds bfrgkl dks çfrikfnr djus dk ç;kl fd;k x;k gSA

;s dFkk,¡ Hkkjr esa dEI;wVj&foKku dh f'k{kk vkSj vuqlU/kku ds {ks= esa vxz.kh çksQslj 

oh- jktkjeu }kjk ladfyr dh xbZ gSa] ftUgksaus o"kZ 1955 esa dEI;wVj ,oa rf}"k;d {ks= esa 

ços'k fd;k FkkA bl iqLrd esa of.kZr vf/kdka'k dFkk,¡ mudh vuqHko&Le`fr;k¡ gSaA çR;sd dFkk 

vius vki esa lEiw.kZ gS vkSj ikBd viuh #fp ds vuqlkj dksbZ Hkh va'k i<+ ldrs gSaA iqLrd 

dh Hkk"kk ljy gS] vFkkZr~ blesa fdlh Hkh 'kCntky dk ç;ksx ugha fd;k x;k gSA  fo|ky; 

esa ek/;fed f'k{kk çkIr dksbZ Hkh O;fä bl iqLrd ds çfrik| dks ljy ,oa lgt :i esa 

le> ldrk gSA

çeq[k fo'ks"krk,¡

•	 ;g xzUFk vk/kqfud dEI;wfVax ds bfrgkl dks 72 dgkfu;ksa 

dh 'k`a[kyk ds :i esa çLrqr djrk gSA

•	 çR;sd dgkuh dEI;wfVax ds bfrgkl esa ,d egÙoiw.kZ 

?kVuk ij vk/kkfjr gSA 

•	 çR;sd dFkk esa fdlh egÙoiw.kZ vkfo"dkj vkSj vkfo"dkj-

dksa dk o.kZu fd;k x;k gSA

•	 çR;sd dFkk vius vki esa lEiw.kZ gS vkSj bls fdlh Hkh 

Øe esa i<+k tk ldrk gSA

•	 ;g iqLrd ek/;fed f'k{kk çkIr lkekU; ikBd ds fy, 

mi;qä gSA



54

UGC-CARE Listed Journal ISSN : 1549-523-X, VIGYAN PRAKASH : Research Journal of Science & Technology, Year : 22, Issue. 1, Jan. - March. 2024

;wthlh ds;j lwph esa vuqeksfnr 'kks/k tuZy foKku izdk'k] ISSN : 1549-523-X, o"kZ% 22] vad 1] tuojh & ekpZ 2024

iqLrd ds ys[kd oh- jktkjeu] ih,p-Mh- ¼foLd‚fUlu½] bfUM;u bULVhP;wV vkQ lkbUl] 

cSaxyksj ds lqijdEI;wVj f'k{kk ,oa vuqlU/kku dsUæ esa ,esfjVl çksQslj ds :i esa dk;Zjr gSaA 

blls iwoZ] çks- jktkjeu vkbZvkbZVh] dkuiqj esa dEI;wVj foKku vkSj bysfDVªdy bathfu;fjax ds 

çksQslj ¼1963&1982½] bfUM;u bULVhP;wV vkQ lkbUl] cSaxyksj esa dEI;wVj foKku ds çksQslj 

vkSj lqijdEI;wVj f'k{kk ,oa vuqlU/kku dsUæ ds v/;{k ¼1982&1994½] vkSj tokgjyky usg: 

mUur oSKkfud vuqlU/kku dsUæ esa vkbZch,e lwpuk çkS|ksfxdh ds çksQslj ¼1994&2001½ ds 

:i esa dk;Z dj pqds gSaA os o"kZ 1998 esa in~eHkw"k.k iqjLdkj ls] 1976 esa 'kkfUr Lo:i HkVukxj 

iqjLdkj] ;wthlh }kjk gkseh HkkHkk iqjLdkj] vkse çdk'k Hklhu iqjLdkj] dEI;wVj bathfu;fjax 

f'k{k.k esa mR—"Vrk ds fy, vkbZ,lVhbZ iqjLdkj] #Lre pksdlh iqjLdkj] Hkkjrh; jk"Vªh; 

foKku vdkneh }kjk tghj ind ls  lEekfur gSaA mUgksaus vkbZvkbZVh] dkuiqj vkSj bf.M;u 

baLVhVîwV v‚Q bathfu;fjax lkbal ,.M VsDuksy‚th] flciqj ls Mh,llh ¼,p-lh-½ dh fMxzh 

çkIr dh gSA os bf.M;u ,dsMeh v‚Q lkbalst] bf.M;u us'kuy lkbal ,dsMeh] us'kuy 

,dsMeh v‚Q lkbalst] bf.M;u us'kuy ,dsMeh v‚Q bathfu;fjax vkSj dEI;wVj lkslkbVh 

v‚Q bf.M;k ds Qsyks Hkh gSaA vusd lqçfrf"Br vkSj vR;f/kd lQy dEI;wVj lEcU/kh iqLrdksa 

ds ys[kd] çks- jktkjeu ds çfrf"Br jk"Vªh; vkSj vUrjkZ"Vªh; if=dkvksa esa vusd 'kks/ki= 

çdkf'kr gq, gSaA 

vkbZ,lch,u%978&81&39364&43&5
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foKku çdk'k if=dk esa iwoZ esa çdkf'kr esjs 'kks/k vkys[kksa dh Rofjr leh{kk çfØ;k 

rFkk AICTE }kjk mDr if=dk dks lanfHkZr djrs gq, blds ek/;e ls fgUnh Hkk"kk esa 'kks/k 

i=ksa ds çdk'ku dks çksRlkfgr fd, tkus ls eSaus ;g 'kks/k i= iqu% bl if=dk esa çdk'ku 

gsrq Hkstk A if=dk ds laiknd eaMy dh ljkguh; Hkwfedk rFkk leh{kdksa ds xq.koÙkkiw.kZ 

lq>koksa dk gh ifj.kke gS fd esjk 'kks/k i= ^foKku çdk'k* ds bl vad esa orZeku Lo#i 

esa vkids le{k çLrqr gS A fgUnh Hkk"kk esa vius 'kks/k i=ksa ds çdk'ku dh ;kstuk cuk jgs 

'kks/kkfFkZ;ksa ds fy, fuLlansg ^foKku çdk'k* ,d Js"B fodYi gS A  
– Dr. S.S.L. Patel, Government Polytechnic Korba,  Chhattisgarh,  

sslpatel@gmail.com

fo'ofo|ky; vuqnku vk;ksx }kjk vuqeksfnr ;wthlh ds;j lwph esa ukekafdr 'kks/k 

if=dk foKku çdk'k esa 'kks/k i= ds laHkkfor çdk'ku ds fy, çsf"kr fd;s tkus ls ysdj 

'kks/k i= ds çdkf'kr fd;s tkus rd dh ;k=k vR;ar jkspd jghA çLrqr 'kks/k i= dh 

lqf/k leh{kdksa ls xgu leh{kk djokbZ xbZA U;wure laHko le; esa iw.kZ xq.koÙkk ds lkFk 

'kks/k i= ds çdk'ku ds fy, leh{kk leUo;d dk lg;ksx ljkguh; gS A 
– Dr. Anil Maheshwari, Engineering College Ajmer, Rajasthan,  

anil.knowledge@gmail.com

foKku çdk'k if=dk esa foKku ,oa rduhdh fo"k;ksa esa çdkf'kr fd;s tkus okys 

'kks/k i=ksa dh leh{kk bl çdkj dh tkrh gS fd 'kks/k i= dh xq.koÙkk esa lq/kkj Hkh gks 

rFkk çdk'ku fuckZ/k ,oa æqr xfr ls gks ldsA fo"k;d Kku ,oa 'kq) Hkk"kk çokg foKku 

çdk'k dks mPp Js.kh esa dksfVc) djrs gSa A foKku çdk'k dk lEiknd eaMy lk/kqokn 

dk ik= gS A
– Dr. Manoranjan Kumar Singh, Magadh University Bodh-Gaya, Bihar,  

drmksingh_gaya@yahoo.com

oSKkfud vuqla/kku vkSj fo}Ùkkiw.kZ lapkj dks fganh Hkk"kk esa c<+kok nsus dh çfrc)rk 

ds fy, foKku çdk'k dks lk/kqokn A foKku çdk'k if=dk }kjk o`gr~ ,oa Rofjr leh{kk 

çfØ;k ds ek/;e ls 'kks/k vkys[kksa dh xq.koÙkk dks tkuk A U;wure laHko le; esa 'kks/k 

vkys[k dk çdk'ku lqfuf'pr fd;k tkuk bl if=dk dh çeq[k fo'ks"krk yxh A

– Dr. Kirti Verma, Gyan Ganga Institute of Technology and Sciences,  
Jabalpur, Madhya Pradesh, vermakirti18@gmail.com
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श्रीलक्ष्मणाचार्य की संस्कृत रचना नामरामार्ण से... 
 

॥ बालकाण्डः ॥  
शुद्धब्रह्मपरात्पर राम ॥ कालात्मकपरमेश्वर राम ॥  
शेषतल्पसुखनिद्रित राम ॥ ब्रह्माद्यमरप्रार्थित राम ॥ 

 चण्डककरणकुलमण्डि राम ॥ श्रीमद्दशरथिन्दि राम ॥ 
 कौसल्यासुखवधिि राम ॥ ववश्वाममत्रवप्रयधि राम ॥ 
 घोरताटकाघातक राम ॥ मारीचाद्रदनिपातक राम ॥ 

 कौमशकमखसंरक्षक राम ॥ श्रीमदहल्योद्धारक राम ॥ 
 गौतममुनिसम्पजूित राम ॥ सुरमुनिवरगणसंस्ततु राम ॥ 
 िाववकधाववतमदृपुद राम ॥ ममर्थलापुरििमोहक राम ॥ 
 ववदेहमािसरञ्िक राम ॥ त्र्यम्बककामुिकभञ्िक राम ॥ 
  सीतावपितवरमामलक राम ॥ कृतववैाद्रहककौतुक राम ॥ 
 भागिवदपिवविाशक राम ॥ श्रीमदयोध्यापालक राम ॥  
राम राम िय रािा राम। राम राम िय सीता राम ॥ 

 
॥ अर्ोध्र्ाकाण्डः ॥   

अगणणतगुणगणभूवषत राम ॥ अविीतियाकाममत राम ॥ 
 राकाचन्िसमािि राम ॥ वपतवृाक्यार्श्रतकािि राम ॥ 

 वप्रयगुहववनिवेद्रदतपद राम ॥ तत्क्षामलतनििमदृपुद राम ॥ 
 भरद्वािमुखािन्दक राम ॥ र्चत्रकूटाद्रिनिकेति राम ॥ 
 दशरथसन्ततर्चजन्तत राम ॥ कैकेयीतियार्थित राम ॥ 

 ववरर्चतनििवपतकृमिक राम ॥ भरतावपितनििपादकु राम ॥  
राम राम िय रािा राम । राम राम िय सीता राम ॥ 

क्रमश:... 
 
िामरामायण संस्कृत में ऋवष वाल्मीकक द्वारा ववरर्चत महाकाव्य रामायण का लघु ससं्करण है। इसके 
रचनयता श्रीलक्ष्मणाचायि हैं। िामरामायण में वाल्मीककरामायण के ही समाि बाल, अयोध्या, ककजककन्धा, संुदर, 
युद्ध और उत्तर काण्ड हैं। उपयुिक्त सात काण्डों में वगीकृत इस गं्रथ में भगवाि ्राम के संपूणि िीविचररत्र 
को 108 िामों के माध्यम से र्चत्रत्रत ककया गया है। िामरामायण दक्षक्षण भारतीय राज्यों अथाित ्तममलिाडु, 
आंध्र प्रदेश, तेलंगािा, किािटक और केरल में अर्धक लोकवप्रय है। प्रस्ततु अंक में िामरामायण के बालकाण्ड 
एवं अयोध्याकाण्ड उद्धतृ हैं। 
 


