
हमप आवयूह के वलए C1.T संकलनीयतञा कञा उपययोि किके 
W(Lp,Ψ(w),β)-िि्च के फलनों के ससन्नकटन (अनुमञान) की त्रुवट

Error of approximation (estimation) of functions belonging to 
W(Lp,Ψ(w),β)- class using C1.T-means for hump matrices

सवरन देिैयञा1, शैलेष कुमञाि श्रीिञा्ति2 
Sachin Devaiya1, Shailesh Kumar Srivastava2 

1,2Department of Mathematics,
Sardar Vallabhbhai National Institute of Technology, Surat-395007, Gujarat, India.

sbdevaiya18695@gmail.com, shaileshiitr2010@gmail.com
https://doie.org/10.0729/VP.2024261336

 सञािञांश 
इस शोध ्त् में, हम हम् आवयूह के दलए, िाररत दलपसदचटज वग्न W(Lp,Ψ(w),β) के फलनों की फूररयर श़ेणी ्र C1.T- गुणन 
संकलनीयता का उ्योग करके, फलनों के ससन्नकटन की त्ुदट प्राप्त करत़े हैं। इसके अलावा, हम अ्ऩे मुखय प्रम़ेय स़े कु्छ 
उ्प्रम़ेय िी प्राप्त करत़े हैं। 

Abstract

In this paper, we find the error of approximation of functions belonging to weighted Lipschitz class  
W(Lp,Ψ(w),β) by using product summability method C1.T of its Fourier series for hump matrices. 
Further, we derive few corollaries from our main theorem.

मुखय शबद: हम् आवयूह, ससन्नकटन की त्ुदट, W(Lp,Ψ(w),β)-वग्न, फूररयर श़ेणी 
Keywords: Hump matrix, Error of approximation, W(Lp,Ψ(w),β)-class, Fourier series.

परिचय  

कई ्ूव्न शोधकता्नओं [1-6] ऩे एकदिष्ट ्ंसक्तयों (monotonic rows) के साथि दवदिन्न संकलनीयता की तकनीकों का 
उ्योग करके दवदिन्न दलपसदचटज वगयों में दनदहत फलनों के ससन्नकटन (अनुमान) की त्ुदट प्राप्त की है। दमतिल आदि 
[7] ऩे ्हली ्बार यह प्र्तुत दकया दक हर आवयूह में एकदिष्ट ्ंसक्तयाँ नहीं होती हैं, जैस़े दक, हम् आवयूह। हम् 
आवयूह के दलए, उद्होंऩे दत्कोणदमतीय ्बहु्िों (trigonometric polynomials) का उ्योग करके Lip (α,p)-वग्न के 
फलनों का अनुमान लगाया है, और 0(C–α) के रू् में त्ुदट प्राप्त की है। दमशा और दमशा [8] ऩे नोरलुंड (Nӧrlund) 
और ररज़ज (Riesz) संकलनीयता का उ्योग करके समान दलपसदचटज वग्न स़े सं्बंदधत फलनों के दलए समान त्ुदट 
प्राप्त की है। हम् आवयूह के दलए, शीवा्तव और दसंह [9], और शीवा्तव और ि़ेवैया [10] ऩे आवयूह संकलनीयता  
का उ्योग करत़े हुए -वग्न स़े सं्बंदधत फलनों के दलए   के रू् में त्ुदट 
प्राप्त की है। हालाँदक, [11-14] जैस़े कई शोधकता्नओं ऩे दवदिन्न गुणनफल संकलनीयता (product summability) 
दवदधयों, जैस़े दक  और  के माधयम स़े दवदिन्न दलपसदचट् वगयों में दनदहत 
फलनों के ससन्नकटन की त्ुदट प्राप्त की है। इस शोध ्त् में, हम फलनों के ससन्नकटन के दलए गुणनफल संकलनीयता 

 का उ्योग करत़े हैं।  
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मान लीदजए  एक दनमन दत्िुजीय आवयूह 
(lower triangular matrix) है। इस़े हम् आवयूह कहा 
जाता है, यदि सिी C के दलए  का इस 
प्रकार अस्ततव है दक 

hc,e+1 £ hc,e, जहाँ 0 £ e < e0,

hc,e+1 £ hc,e, जहाँ 0 £ e < c.

एक आवृदत फलन (periodic function)  
 की दत्कोणदमतीय फूररयर श़ेणी को दनमन 

प्रकार स़े ्ररिादरत दकया जाता है :

तथिा इस फूररयर श़ेणी के संगत (c + 1) व़े आंदशक 
योग को इस प्रकार ्ररिादरत दकया जाता है :

,

जहा ं तथिा  फूररयर गुणाकं (Fourier coefficient) 
है।  को दनमन प्रकार स़े ्ररिादरत करत़े है:

, 0
0

( ; ) ( ; ), ,
c
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e
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=
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जहां  अनृण प्रदवसष्टयों (non-negative 
entries) वाला एक दनमन दत्िुजीय आवयूह  है, जो 
दनमनदलदित शतयों को ्ूरा करता है :

 और  .
यदि  के दलए   है, तो फलन g  

की फूररयर श़ेणी को T-संकलनीय कहा जाता है, और 
उसका T- संकलनीय योग S होता है। 

यदि हम उ्रोक्त समीकरण (1) में 

ल़ेत़े हैं, तो आवययूह T रिि एक के सीिारो आवययूह (Cesàro 
matrix of order one) िें पररवजतमात हो िाता है और इसे 
(C, 1) या C1  द्ारा जनरूजपत जकया िाता है। T- सकंलनीय 
के साथ C1- संकलनीय के गुणनफल से C1.T- संकलनीय 
प्राप्त होता है। इस प्रकार  के C1.T- संकलनीय 

को   के द्ारा जनरूजपत जकया िाता है और 
जनमन प्रकार से पररभाजषत जकया िा सकता है :

फलन  के -िानक ( -norm) को 
जनमनानुसार पररभाजषत जकया गया है :

,  और
||g||∞ = उच्चक0≤z≤2π|g(z)|.

[1-4, 6-14] में दनमनदलदित दवदिन्न दलपसदचटज 
वग्न ्ररिादरत दकए गए है। 

जहां p ≥ 1, w > 0, β ≥ 0, और फलन ξ(w) और Ψ(w) 

सकारातमक रू् स़े ्बढ़त़े हैं।
यदि हम उ्रोक्त  में  

ल़ेत़े है, तो ,  में ्ररवदत्नत हो 
जाता है। यदि  में  ल़ेत़े है, तो 
,   में ्ररवदत्नत हो जाता है। यदि   
में  ल़ेत़े है, तो यह  में ् ररवदत्नत 
हो जाता है। तत्चिात यदि  में  ल़ेत़े है, 
तो यह  में ्ररवदत्नत हो जाता है।

एक C घात के दत्कोणदमतीय ्बहु्ि के विारा, फलन g 
के ससन्नकटन की त्दुट को दनमन प्रकार प्राप्त दकया जाता है :

ससन्नकटन की उ्रोक्त दवदध को दत्कोणदमतीय फूररयर 
ससन्नकटन (trigonometric Fourier approximation) 
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प्रमेयिका 2:    के दलए  

.

उ््दति:  , (c + 1) और उच्चक {hc,e} 
= 0(1) और hc,eo उच्चक{hc,o, hc,1,..., hc,c} का उ्योग करके, 
हम दनमनदलदित प्राप्त कर सकत़े हैं :

प्रमेि: मानें कि  एि अनृण प्रकिष्टियों िे साथ  
हम्प  आवययूह है किसमें  होता 
है। मानें कि एि सिारातमि िर्धमान फलन है िो 
कनमनकलकित शततों िो ्पयूरा िरता है :

 एक वध्नमान फलन है, (2)

 
w िा ्पररबद्ध फलन (bounded 

function) है िो कि सभी z िे कलए समान रू्प 
(Uniformly) से लागयू है,  (3)

और 

      (4)
तो -वग्न में रहऩे वाल़े फलनों  की 

फूररयर श़ेणी  ्र - संकलनीयता का उ्योग करके, 
फलनों के ससन्नकटन की त्ुदट दनमनानुसार िी जाती है:

कहा जाता है। 

और

सिी फलनों  के दलए, हम 
दमद्कोव्की असदमका (Minkowski inequality) का 
उ्योग करके आसानी स़े प्रिदश्नत कर सकत़े हैं दक फलन  

 होता है।
वटपपणी : यहाँ ्र हम आवयूह , जहां 

, और   श़ेणी  
ल़ेत़े है। इस श़ेणी का C वां आंदशक योग  
है। यह श़ेणी T- संकलनीय नहीं है और C1-संकलनीय 
िी नहीं है, ल़ेदकन यह C1.T - संकलनीय है। इस प्रकार, 
हम ि़ेि सकत़े हैं दक गुणनफल संकलनीयता, एकल 
संकलनीयता (single summability) की तुलना में 
अदधक शसक्तशाली है।

मुखय परिणञाम 
मुखय  प्रम़ेय को दसद करऩे के दलए दनमनदलदित प्रम़ेदयका 
की आवशयकता है। 

प्रम़ेदयका 1 :  के दलए .   
उ््दति :  और  का उ्योग करके, 

हम दनमनदलदित प्राप्त कर सकत़े हैं:    
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हम दनमनदलदित को दसद करऩे के दलए प्रम़ेदयका 2, 
होलडर असादमका, ,   
और शत्न (4) का उ्योग करत़े हैं :

 (7)

समीकरण (5), (6) और (7) को दमलाकर हमें 
दनमनदलदित प्राप्त होता है।

  (8)

स्थिवत (ii) (p = 1 के वलए)
उ्रोक्त उ््दति के आधार ्र, हम दलि सकत़े है:

  (9)

हम दनमनदलदित को दसद करऩे के दलए प्रम़ेदयका 
1, होलडर असदमका, , शतयों (2) और (3) का 
उ्योग करत़े हैं :

 (10)
इसी प्रकार स़े हम दनमनदलदित को दसद करऩे के 

दलए प्रम़ेदयका 2, होलडर असदमका,  और शत्न 
(4) का उ्योग करत़े हैं :

जहां   । 

उपपवति: स्थिवत  के वलए
हम दनमनदलदित दलि सकत़े हैं:

 (5)

दनमनदलदित को दसद करऩे के दलए प्रम़ेदयका 1, होलडर 
असदमका  (Hӧlder inequality), , 

, समाकलन की माधयमान प्रम़ेय (mean value 
theorem for integrals), और शततों (2) और (3) का 
उ्योग करत़े हैं :

 (6)
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शयोध पत्र में प्रयुक्त अंग्ेजी शबदों की समञानञाथि्चक 
वहंदी शबदञािली

Alphabetically sorted 
terminology in En-

glish
िण्चमञालञा अनुक्रवमत वहंदी 

शबदञािली
approximation ससन्नकटन 
Hump matrix हम् आवयूह 

summable संकलनीय
summability संकलनीयता 
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