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 सारांश 
इस शोध पत्र में, हम हम्प आव्यूह के लिए, भारित लिप्सचिट्ज़ वर्ग W(Lp,Ψ(w),β) के फलनों की फूरियर श्रेणी पर C1.T- गुणन 
संकलनीयता का उपयोग करके, फलनों के सन्निकटन की त्रुटि प्राप्त करते हैं। इसके अलावा, हम अपने मुख्य प्रमेय से कुछ 
उपप्रमेय भी प्राप्त करते हैं। 

Abstract

In this paper, we find the error of approximation of functions belonging to weighted Lipschitz class  
W(Lp,Ψ(w),β) by using product summability method C1.T of its Fourier series for hump matrices. 
Further, we derive few corollaries from our main theorem.

मुख्य शब्द: हम्प आव्यूह, सन्निकटन की त्रुटि, W(Lp,Ψ(w),β)-वर्ग, फूरियर श्रेणी 
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परिचय  

कई पूर्व शोधकर्ताओं [1-6] ने एकदिष्ट पंक्तियों (monotonic rows) के साथ विभिन्न संकलनीयता की तकनीकों का 
उपयोग करके विभिन्न लिप्सचिट्ज़ वर्गों में निहित फलनों के सन्निकटन (अनुमान) की त्रुटि प्राप्त की है। मित्तल आदि 
[7] ने पहली बार यह प्रस्तुत किया कि हर आव्यूह में एकदिष्ट पंक्तियाँ नहीं होती हैं, जैसे कि, हम्प आव्यूह। हम्प 
आव्यूह के लिए, उन्होंने त्रिकोणमितीय बहुपदों (trigonometric polynomials) का उपयोग करके Lip (a,p)-वर्ग के 
फलनों का अनुमान लगाया है, और 0(C–a) के रूप में त्रुटि प्राप्त की है। मिश्रा और मिश्रा [8] ने नोरलुंड (Nӧrlund) 
और रिज़्ज़ (Riesz) संकलनीयता का उपयोग करके समान लिप्सचिट्ज़ वर्ग से संबंधित फलनों के लिए समान त्रुटि 
प्राप्त की है। हम्प आव्यूह के लिए, श्रीवास्तव और सिंह [9], और श्रीवास्तव और देवैया [10] ने आव्यूह संकलनीयता  
का उपयोग करते हुए -वर्ग से संबंधित फलनों के लिए   के रूप में त्रुटि 
प्राप्त की है। हालाँकि, [11-14] जैसे कई शोधकर्ताओं ने विभिन्न गुणनफल संकलनीयता (product summability) 
विधियों, जैसे कि  और  के माध्यम से विभिन्न लिप्सचिट् वर्गों में निहित 
फलनों के सन्निकटन की त्रुटि प्राप्त की है। इस शोध पत्र में, हम फलनों के सन्निकटन के लिए गुणनफल संकलनीयता 

 का उपयोग करते हैं।  
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मान लीजिए  एक निम्न त्रिभुजीय आव्यूह 
(lower triangular matrix) है। इसे हम्प आव्यूह कहा 
जाता है, यदि सभी C के लिए  का इस 
प्रकार अस्तित्व है कि 

hc,e+1 £ hc,e, जहाँ 0 £ e < e0,

hc,e+1 £ hc,e, जहाँ 0 £ e < c.

एक आवृति फलन (periodic function)  
 की त्रिकोणमितीय फूरियर श्रेणी को निम्न 

प्रकार से परिभाषित किया जाता है :

तथा इस फूरियर श्रेणी के संगत (c + 1) वे आंशिक 
योग को इस प्रकार परिभाषित किया जाता है :

,

जहा ं तथा  फूरियर गुणाकं (Fourier coefficient) 
है।  को निम्न प्रकार से परिभाषित करते है:

, 0
0

( ; ) ( ; ), ,
c

c c e e
e

t g z h s g z c N
=

= ∈∑
	 (1)

जहां  अनृण प्रविष्टियों (non-negative 
entries) वाला एक निम्न त्रिभजीय आव्यूह  है, जो 
निम्नलिखित शर्तों को पूरा करता है :

 और  .
यदि  के लिए   है, तो फलन g  

की फूरियर श्रेणी को T-संकलनीय कहा जाता है, और 
उसका T- संकलनीय योग S होता है। 

यदि हम उपरोक्त समीकरण (1) में 

लते ेहैं, तो आव य्ूह T क्रम एक के सीजारो आव य्ूह (Cesàro 
matrix of order one) में परिवर्तित हो जाता है और इसे 
(C, 1) या C1  द्वारा निरूपित किया जाता है। T- सकंलनीय 
के साथ C1- संकलनीय के गुणनफल से C1.T- संकलनीय 
प्राप्त होता है। इस प्रकार  के C1.T- संकलनीय 

को   के द्वारा निरूपित किया जाता है और 
निम्न प्रकार से परिभाषित किया जा सकता है :

फलन  के -मानक ( -norm) को 
निम्नानुसार परिभाषित किया गया है :

,  और
||g||∞ = उच्चक0≤z≤2π|g(z)|.

[1-4, 6-14] में निम्नलिखित विभिन्न लिप्सचिट्ज़ 
वर्ग परिभाषित किए गए है। 

जहां p ≥ 1, w > 0, β ≥ 0, और फलन ξ(w) और Ψ(w) 

सकारात्मक रूप से बढ़ते हैं।
यदि हम उपरोक्त  में  

लेते है, तो ,  में परिवर्तित हो 
जाता है। यदि  में  लेते है, तो 
,   में परिवर्तित हो जाता है। यदि   
में  लेत ेहै, तो यह  में परिवर्तित 
हो जाता है। तत्पश्चात यदि  में  लेते है, 
तो यह  में परिवर्तित हो जाता है।

एक C घात के त्रिकोणमितीय बहुपद के द्वारा, फलन g 
के सन्निकटन की त्रुटि को निम्न प्रकार प्राप्त किया जाता है :

सन्निकटन की उपरोक्त विधि को त्रिकोणमितीय फूरियर 
सन्निकटन (trigonometric Fourier approximation) 
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प्रमेयिका 2:    के लिए  

.

उपपत्ति:  , (c + 1) और उच्चक {hc,e} 
= 0(1) और hc,eo उच्चक{hc,o, hc,1,..., hc,c} का उपयोग करके, 
हम निम्नलिखित प्राप्त कर सकते हैं :

प्रमेय: मानें कि  एक अनृण प्रविष्टियों के साथ  
हम्प  आव्यूह है जिसमें  होता 
है। मानें कि एक सकारात्मक वर्धमान फलन है जो 
निम्नलिखित शर्तों को पूरा करता है :

 एक वर्धमान फलन है,	 (2)

 
w का परिबद्ध फलन (bounded 

function) है जो कि सभी z के लिए समान रूप 
(Uniformly) से लागू है,		  (3)

और 

      (4)
तो -वर्ग में रहने वाले फलनों  की 

फूरियर श्रेणी  पर - संकलनीयता का उपयोग करके, 
फलनों के सन्निकटन की त्रुटि निम्नानुसार दी जाती है:

कहा जाता है। 

और

सभी फलनों  के लिए, हम 
मिन्कोव्स्की असमिका (Minkowski inequality) का 
उपयोग करके आसानी से प्रदर्शित कर सकते हैं कि फलन  

 होता है।
टिप्पणी : यहाँ पर हम आव्यूह , जहां 

, और   श्रेणी  
लेते है। इस श्रेणी का C वां आंशिक योग  
है। यह श्रेणी T- संकलनीय नहीं है और C1-संकलनीय 
भी नहीं है, लेकिन यह C1.T - संकलनीय है। इस प्रकार, 
हम देख सकते हैं कि गुणनफल संकलनीयता, एकल 
संकलनीयता (single summability) की तुलना में 
अधिक शक्तिशाली है।

मुख्य परिणाम 
मुख्य  प्रमेय को सिद्ध करने के लिए निम्नलिखित प्रमेयिका 
की आवश्यकता है। 

प्रमेयिका 1 :  के लिए .   
उपपत्ति :  और  का उपयोग करके, 

हम निम्नलिखित प्राप्त कर सकते हैं:    
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हम निम्नलिखित को सिद्ध करने के लिए प्रमेयिका 2, 
होल्डर असामिका, ,   
और शर्त (4) का उपयोग करते हैं :

	 (7)

समीकरण (5), (6) और (7) को मिलाकर हमें 
निम्नलिखित प्राप्त होता है।

  (8)

स्थिति (ii) (p = 1 के लिए)
उपरोक्त उपपत्ति के आधार पर, हम लिख सकते है:

		 (9)

हम निम्नलिखित को सिद्ध करने के लिए प्रमेयिका 
1, होल्डर असमिका, , शर्तों (2) और (3) का 
उपयोग करते हैं :

	 (10)
इसी प्रकार से हम निम्नलिखित को सिद्ध करने के 

लिए प्रमेयिका 2, होल्डर असमिका,  और शर्त 
(4) का उपयोग करते हैं :

जहां   । 

उपपत्ति: स्थिति  के लिए
हम निम्नलिखित लिख सकते हैं:

	 (5)

निम्नलिखित को सिद्ध करन ेके लिए प्रमेयिका 1, होल्डर 
असमिका  (Hӧlder inequality), , 

, समाकलन की माध्यमान प्रमेय (mean value 
theorem for integrals), और शर्तों (2) और (3) का 
उपयोग करते हैं :

	 (6)
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