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सञािञांश
इस शोध ्त्  में, हम दवििाजन आरेि, ्ॉइंकेयर अनुिाग, लय्ुनोव प्रदत्ािक, संतुलन द्बंिु आदि का उ्योग करके दनकाय के 
गुणातमक वयवहार का अधययन प्र्तादवत कर रहे हैं। दनकाय के ज्ात मा्िंडों के सा़्ेक् दवििाजन आरेि का दवश़्ेरण दकया गया 
है। उ्रिह के दवदिन्न ्बुआई अक्ों के साथि ्ॉइंकेयर अनुिाग िींच़े गए हैं। दवदिन्न संतुलन द्बंिुओं ्र दनकाय के दलए जैकोद्बयन 
मैदट्स के अदिलाक्दणक मान (Eigen Value) की गणना अस्थिर क़्ेत्ों को सही ठहराऩे के दलए की जाती है। लय्ुनोव 
प्रदत्ािकों को अनुमादनत दकया गया हैं। इन अधययनों स़े वयव्थिाओं में अवयव्थिा की ्हचान की गई है। दनकाय के समीकरणों 
का समाधान दत्-आयामी, दवि-आयामी और समय शृंिला चरण दचत्ों के रू् में तैयार दकया जाता है। चरण दचत् दवचाराधीन प्रणाली 
की अवयवस्थित प्रककृदत को प्रिदश्नत करत़े हैं। सदक्रय अरैदिक दनयंत्ण दवदध के माधयम स़े दत्आयामी अरैदिक च़ेन-ली, लोरेंज-
्टेनफलो और दलयू-च़ेन अवयवस्थित प्रणादलयों के ्बीच एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन की जांच की गई है। लय्ुनोव के स्थिरता दसदांत विारा 
स्थिरता ्ररणामों की चचा्न की गई है। सदक्रय दनयंत्ण दवदध प्राप्त एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन के दलए अदधक कुशल है, और प्र्तादवत 
दवदध विारा संखयातमक ्ररणामों ्र िी चचा्न की गई है।

Abstract
In this paper, we are proposing to study the qualitative behaviour of the systems using bifurcation 
diagrams, Poincaré section, Lyapunov exponents, equilibrium points, etc. Bifurcation diagrams 
with respect to the known parameters of systems are analysed. Poincaré sections with different 
sowing axes of the satellite are drawn. Eigenvalues of Jacobian matrices for the system at different 
equilibrium points are calculated to justify the unstable regions. Lyapunov exponents are estimated. 
From these studies, chaos is identified in the Systems. Solution of equations of system is drawn in 
the form of three-dimensional, two-dimensional and time series phase portraits. Phase portraits 
display the chaotic nature of the considered system. The anti-synchronization between the three 
dimensional nonlinear Chen-Lee, Lorenz-Stenflo and Liu-Chen chaotic systems via active nonlinear 
control method are investigated. The stability results are discussed by stability theory of Lyapunov. 
The active control method is more efficient to obtain anti-synchronization, and numerical results 
are also discussed by proposed method.

मुखय शबद :  च़ेन-ली दस्टम, लोरेंज-्टेनफलो दस्टम, दलयू-च़ेन दस्टम, दवििाजन आरेि; ्ॉइंकेयर अनुिाग मानदचत् 
सदक्रय दनयंत्ण, लय्ुनोव का स्थिरता दसदांत.

Keywords: Chen-Lee systems, Lorenz-Stenflo systems, Liu-Chen systems, Bifurcation diagram; 
Poincaré section map active control, stability theory of Lyapunov
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परिरय
़्ेकोरा और कैरोल [1] ऩे कैओस दसंक्रोनाइज़ेशन की 

अवधारणा दवकदसत की और दवदिन्न प्रारंदिक स्थिदतयों 
को ल़ेकर अरैदिक दनकाय को दसंक्रोनाइज दकया, और 
कई ऩेटवककि दसगनल प्रोस़ेस दस्टम में एसपलकेशन ्ाए।

अवयवस्थित और अदतअवयवस्थित  प्रणादलयों के ्बीच 
कई अलग-अलग प्रकार के दसंक्रनाइज़ेशन ़्ेश दकए गए 
हैं, जैस़े अवयवस्थित दसंक्रनाइज़ेशन, एंटी-दसंक्रोनाइज़ेशन 
आदि। ्ूण्न दसंक्रनाइज़ेशन को िो अवयवस्थित प्रक़्े् वक्रों, 

( ) ( )x t y t=  के अदिसरण के रू् में ्ररिादरत दकया गया 
है। ल़ेदकन एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन में िो अवयवस्थित प्रणादलयों 
के अव्थिा सदिश का दनऱ्ेक् मान समान है और व़े 
दव्रीत दचह्न यानी –y(t)=x(t) में हैं। प्रक़्ेपय तुलयकालन 
में अव्थिा सदिश आनु्ादतक ्ैमाऩे में होत़े हैं अथिा्नत 
x(t)= αy(t) जहां α एक वा्तदवक संखया है।

एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन प्रारंदिक स्थिदत 0y  के साथि 
रर््ॉद्सर के प्रक़्े्वक्र को ्ररिादरत करता है, प्रारंदिक 
स्थिदत 0x  के साथि दव्रीत दिशा में ड्ाइवर तक ्हुंच 
सकता है। िो या िो स़े अदधक युगमन प्रणादलयों के ्बीच 
कैओस दसंक्रोनाइज़ेशन दृसष्टकोण होता है दजसमें एक को 
मा्टर या ड्ाइव के रू् में जाना जाता है और िूसरे को 
्ल़ेव या प्रदतदक्रया प्रणाली के रू् में जाना जाता है।

अरैदिक अवयवस्थित प्रणादलयों को युसगमत करऩे के 
दलए कई अलग-अलग तरीकों को सफलता्ूव्नक लागू 
दकया गया है, जैस़े अनुकूली दनयंत्ण, सदक्रय दनयंत्ण, ्बैक 
्टेद्गं दडजाइन और अरैदिक दनयतं्ण आदि। इन तरीकों के 
साथि, अवयवस्थित  प्रणादलयों की दसकं्रनाइज़ेशन सम्याओं 
्र कई शोधकता्नओं विारा ्ूव्न में िी शोध दकय़े गए हैं |

वनकञाय वििेरन  
ड्ाइवर अरैदिक दनकाय को दनमन प्रकार ्ररिादरत दकया 
गया है, .x  = g(x)

प्रदतदक्रया प्रणाली को दनमन प्रकार ्ररिादरत दकया 
गया है,

.y  = f(y) + u(x,y)

जहां x,y दनकाय के स्थिदत चर हैं और g, f : Rn®Rn 
दनकाय का अरैदिक दह्सा हैं और u(x, y) दनयंत्क हैं।

दसंक्रोनाइज़ेशन त्ुदट को e = x + y के रू् में 
्ररिादरत करके दनकाय के ्बीच एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन 
प्राप्त करऩे के दलए, और एक दनयंत्क u(x, y) प्राप्त करें 
दजसके दलए प्रारंदिक स्थिदत y0 के साथि रर््ॉद्सर दनकाय 
के प्रक़्े्वक्र ड्ाइवर दनकाय के साथि असम्बद रू् स़े 
सं्ककि कर सकत़े हैं प्रारंदिक स्थिदत x0 दव्रीत दिशा यानी 
“ lim ( ) ( ) 0t y t x t®∞ + = ”, जहां .  यूसक्लदडयन मानिंड 
है।

अवयवस्थित  च़ेन-ली प्रणाली  [7-8] इस प्रकार है :-
.
1x

  = –x2  x3 + a1 x1
.
2x

 = x1  x3 + b1 x2

 

.
3x

  = 1
3

x1 x2 + c1 x3

जहां  1 2 3" , , "nx x x R∈ अव्थिा सदिश ह ैं  और
1 1 1, ,a b c  स्थिर प्राचल हैं। दनकाय में प्राचल  मान 
1 1 15.1, 11, 3.9a b c= = − = −  के दलए अवयवस्थित  वयवहार है।

दनकाय के संतुलन द्बंिु दनमनदलदित समीकरणों की 
प्रणाली . ( )x t

  = 0 को हल करके प्राप्त दकए जात़े हैं।
च़ेन-ली प्रणादलयों के संतुलन द्बंिु हैं

0

0
0
0

E
 
 =  
   ,

     1

11.40175
7.76355
7.48985

E
− 

 =  
 − 

2

11.40175
7.76355

7.45999
E

 
 = − 
  

,   3

11.40175
7.76355
7.48999

E
 
 =  
  

4

11.40175
7.76355
7.48995

E
 
 = − 
 − 

अवयवस्थित लोरेंज-्टेनफलो प्रणाली [9] को इस 
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प्रकार ्ररिादरत दकया गया है
.
1x

   = a(x2 – x1 )
.
2x

   = x1 (c – x3 ) – x2
.
3x

   = x1 x2 – dx3

ज ह ां  1 2 3" , , "nx x x R∈  अ व ् थि ा  स द ि श  ह ैं 
और , , ,a b c d  स्थिर प्राचल हैं। दनकाय में प्राचल मान 

1.1, 1.4, 26.1, 0.70a b c d= = = =  के दलए अवयवस्थित 
वयवहार है।

लॉरेद्ज-्टेनफलो दनकाय के संतुलन द्बंिु हैं—

       0

0
0
0

E
 
 =  
  

,   1

4.1833
4.1833
25.00

E
 
 =  
  

,

2

4.1833
4.1833
25.000

E
− 

 =  
  

अवयवस्थित दलयू-च़ेन प्रणाली [10] को इस प्रकार 
्ररिादरत दकया गया है—

.
1x   = ax1 – x2 x3

.
2x   = –bx2 + x1 x3

.
3x

  = x1 x2 – cx3

जहा ं 1 2 3" , , "nx x x R∈  अव्थिा सदिश हैं और , ,a b c  स्थिर 
प्राचल हैं। दनकाय में प्राचल मान 0.40, 12.0, 5.0a b c= = =  
के दलए अवयवस्थित वयवहार है।

दलयू-च़ेन प्रणादलयों के संतुलन द्बंिु हैं

0

0
0
0

E
 
 =  
   ,  

1

7.74596
1.41421
2.19089

E
− 

 =  
 −  ,

2

7.74596
1.41421

2.19089
E

− 
 = − 
   ,  

3

7.74596
1.41421
2.19089

E
 
 =  
  

4

7.74596
1.41421
2.19089

E
 
 = − 
  

अवयिस्थित रेन-ली प्रणञाली औि अवयिस्थित 
लयोिेंज-्टेनफलयो प्रणञावलयों के बीर एंटी-
वसंक्रनञाइजेशन
यहां च़ेन-ली दनकाय को मा्टर दनकाय के रू् में और 
लोरेंज-्टेनफलो को ्ल़ेव दस्टम के रू् में दलया गया 
है, साथि ही एक उ्युक्त दनयंत्क िोजऩे और दनकाय को 
दसंक्रोनाइज करऩे ्र िी चचा्न की गई है।

.
1x

  = –x2 x3 + a1 x1
.
2x

  = x1 x3 + b1 x2

.
3x

  = 1
3

 x1 x3 + c1 x3                                  (3.1)

    
.
1y
  = a(y2 – y1 ) + u1.

2y
  = y1 (c – y3 ) – y2 + u2.

3y
  = y1 y2 – dy3 + u3 (3.2)

जहा ं“ 1 2 3, ,u u u” दनयतं्क हैं और दडजाइन दकए जाऩे हैं।
दसंक्रनाइज़ेशन त्ुदट को इस प्रकार ्ररिादरत करें
e x y= +                                               (3.3)
(3.1) और (3.2) स़े त्ुदट गदतशीलता है.

1e  = a(y2 – y1) – ae1 + a1x1 – x2x3 + u1.
2e  = y1(c – y3) – e2 + x2(1 + b1) + x1x2 + u2

.
3e

 = y1y2 – de3 + 1
3

 x1 x2 + x3 (d + c1) + u3 (3.4)

सदक्रय दनयंत्ण दसदांत के अनुसार दनयंत्क को 
्ररिादरत करत़े हुए

1 2 1 1 1 2 3

2 1 3 2 1 1 3

3 1 2 1 2 3 1

( )
( ) (1 )

1 ( )
3

u a y x a x x x
u y c y x b x x

u y y x x x d c

= − + − +
= − − − + −

= − − − +
 (3.5)

त्ब त्ुदट गदतकी
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.
1e

  = – ae1 .
2e

  = – e2.
3e

   = – de3 (3.6)

इस़े मैदट्स रू् में “e  = Ae,” के रू् में िी दलिा 
जा सकता है

0 0
0 1 0
0 0

a
A

d

− 
 = − 
 − 

 (3.7)

A का अदिलाक्दणक मान ऋणातमक है, इसदलए 
, 0it e® ∞ ®  इसदलए लय्ुनोव [11] के दसदातं स्थिरता 

स़े तु्दट प्रणाली ््शशोद्मुि रू् स़े स्थिर हो जाती है। 
इसका तात्य्न यह है दक िो च़ेन-ली और लोरेंज-्टेनफलो 
अवयवस्थित प्रणादलयाँ दवरोधी-दसंक्रनाइज हैं।

संखयञातमक अनुकिण:
दनयंत्ण काययों के सतया्न के दलए चुऩे गए मा्िंडों

1 1 15.1, 11, 3.9a b c= = − = −  और 1.1, 1.4, 26.1, 0.70a b c d= = = =  
के दलए युसगमत मा्टर और ्ल़ेव दनकाय में दनयंत्ण के 
द्बना अवयवस्थित वयवहार होता है। प्रार ंदिक स्थिदतयों 

0 (0.20,0.20,0.20)x =  और 0 (1.0,2.0,3.0)y =  के साथि गदणत 
का उ्योग करके उ्रोक्त प्रणादलयों को हल करऩे के दलए 
दचत् 1. (ए), (्बी), (सी)  दनकाय की समय शृंिला दििाता 
है। दचत् 2 दनकाय की एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन त्ुदट दििाता है।

               

दचत् 1. अराजक च़ेन-ली प्रणाली का दत्-आयामी चरण दचत् 
(दनयंत्क के द्बना)।

         

     

     
दचत् 2. अराजक च़ेन-ली प्रणाली का दवि-आयामी चरण दचत् 

(दनयंत्क के द्बना)।
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 दचत् 3. प्राचल ए, ्बी और सी के साथि 
च़ेन-ली दनकाय के दवििाजन आरेि।

   

  
दचत् 4. प्राचल ए, ्बी और सी के साथि 

लोरेंज-्टेनफलो दनकाय के दवििाजन आरेि।



16 यूजीसी केयर सूची में अनुमोदित शोध जन्नल विज्ञान प्रकञाश, ISSN : 1549-523-X, वर्न : 21, अंक 3, जुलाई - दसतम्बर 2023

UGC-CARE Listed Research Journal ISSN: 1549-523-X, VIGYAN PRAKASH : Research Journal of Science and Technology, Year 21, Issue 3, July-Sep. 2023
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1 1 1 1 2 3 2 3 1

2 1 3 2 1 1 3

3 1 2 1 2 3 1

( )
1 ( )
3

u ay a x y y x x e
u y y x b b x x

u y y x x x c c

= − − + + −
= − − + −

= − − − +

         (4.5)

त्ुदट गदतशीलता
.
1e

  = – (e1 ).
2e

  = – (be2).
3e

   = – (ce3) (4.6)
लय्ुनोव फलन का चयन इस प्रकार है
     

1 1 2 2 3 3
1 ( )
2

V e e e e e e= + +                        (4.7)

जहा ँV  एक सकारातमक दनसचित फलन : nV R R®   
है और उ्रोक्त फलन का अवकलज ल़ेऩे ्र हमें प्राप्त 
होता है—

2 2 2
1 2 3V e be ce= − − −                          (4.8)

जहाँ “ : nV R R® ” ऋणातमक दनसचित फलन है। 
इस प्रकार लय्ुनोव के स्थिरता दसदांत [11] विारा त्ुदट 
प्रणाली ््शशोद्मुि रू् स़े स्थिर है। इसका तात्य्न यह है 
दक िो अवयवस्थित च़ेन-ली और दलयू-च़ेन दस्टम एंटी-
दसंक्रनाइज हैं।

संखयञातमक अनुकिण:
दनयतं्ण काययों का वयवहाय्न सतया्न यसुगमत मा्टर और ् ल़ेव 
प्रणाली में चुऩे हुए मा्िंडों 1 1 15.1, 11, 3.9a b c= = − = −  
और 0.40, 12.0, 5.0a b c= = =  विारा दनयंत्ण के द्बना 
अवयवस्थित वयवहार होता है। 0 (0.20,0.20,0.20)x =  
और 0 ( 0.10,2.40, 3.50)y = − −  के रू् में दनकाय की 
प्रारंदिक स्थिदत के साथि MATHEMATICA का उ्योग 
करके उ्रोक्त दनकाय को हल करें। दचत् 3. (ए), (्बी), 
(सी) दनकाय की समय शृंिला प्रिदश्नत करता है। और दचत् 
4 दनकाय के एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन को िशा्नता है।

दचत् 5 (ए), (्बी), (सी) दनकाय के ्बीच 
एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन त्ुदट दििाता है।

अवयिस्थित रेन-ली औि वलयू-रेन वनकञाय के 
बीर एंटी-वसंक्रनञाइजेशन 
ड्ाइवर दस्टम और रर्ॉद्सर दनकाय को इस प्रकार 
्ररिादरत करना है—

.
1x

  = –x2 x3 + a1 x1
.
2x

  = x1 x3 + b1 x2

.
3x

  = 1
3

 x1 x3 + c1 x3                                  (4.1)

    
.
1y
  = ay1 – y2y3 + u1.

2y
  = by2 + y1y3 + u2.

3y
  = y1 y2 – cy3 + u3 (4.2)

जहां “ 1 2 3, ,u u u ” दनयंत्क हैं और दडजाइन दकए 
जाऩे हैं।

एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन त्ुदट को इस प्रकार ्ररिादरत 
दकया गया है

e x y= +                                              (4.3)
(4.1) और (4.2) स़े त्ुदट प्रणाली इस प्रकार है

.
1e  = ay1 + a1x1 – x2x3 – y2y3 + u1.
2e  = y1y3 + x1x3 + x2 (b1 + b) – be2 + u2

.
3e

 = y1y2 – ce3 + 1
3

 x1 x2 + x3 (c + c1) + u3 (4.4)

सदक्रय दनयंत्ण दसदांत के अनुसार दनयंत्क को 
्ररिादरत करत़े हुए
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  दचत् 7. अवयवस्थित दलयू-च़ेन प्रणाली का दवि-आयामी चरण दचत् 
(दनयंत्क के द्बना)।

  
 दचत् 6. अवयवस्थित दलयू-च़ेन प्रणाली का दत्-आयामी चरण दचत् 

(दनयंत्क के द्बना)।
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दचत् 9 (ए), (्बी), (सी) दनकाय का एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन दििाता है।

वनषकष्च: यह शोध ्त् “लय्ुनोव के स्थिरता दसदांत” 
का उ्योग करके प्राप्त सदक्रय अरैदिक  दनयंत्ण और 
स्थिरता ् ररणाम के माधयम स़े च़ेन-ली, ल़ेरेद्ज-्टेनफलो और 
दलयू-च़ेन अवयवस्थित प्रणादलयों का एंटी-दसंक्रनाइज़ेशन” 
ि़ेती है, सखंयातमक अनकुार प्र्तादवत दवदध की प्रिावशीलता 
को िशा्नता है।

   दचत् 8. प्राचल ए, ्बी और सी के साथि दलयू-च़ेन दनकाय के 
दवििाजन आरेि।
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इस शोध ्त् में सिी आंकड़ें और ्ररणाम मूल और 
अप्रकादशत हैं और गदणत का उ्योग करके अनुकरण 
दकया गया है।

शयोध पत्र में प्रयुक्त अंग्ेजी शबदों की 
समञानञाथि्चक वहंदी शबदञािली

Alphabetically sort-
ed terminology in 

English

िण्चमञालञा अनुक्रवमत 
वहंदी शबदञािली

Bifurcation diagram दवििाजन आरेि 
Chaotic system अ्त-वय्त तंत्, 

अवयवस्थित दनकाय  
Eigen value अदिलाक्दणक मान 

Lyapunov exponent लय्ुनोव प्रदत्ािक 
Numerical simula-

tion
संखयातमक अनुकरण

Parameter प्राचल
Poincare section ्ॉइद्केयर अनुिाग 

State variable स्थिदत चर 
Stability theory स्थिरता दसदांत 
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